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内 容 提 要 


东 书 以 等 周 定理 为 中 心 ， 介 绍 了 很 多 包含 最 大 和 最 小 的 儿 何 问题 。 全 书 的 
主要 内 容 包 括 ， 算 术 和 几何 平均 值 ， 等 周 定理 以 及 反射 原 理 等 。 在 每 个 章节 中 
作者 都 给 出 了 许多 练习 和 问题 ， 甚 奎 包 括 一 些 还 没有 解决 的 问题 ， 书 末 的 第 四 
章 对 精 选 的 部 分 问题 做 了 提示 或 解答 。 本 书 的 材料 大 大 地 丰富 了 中 学 数 学 课程 
的 有 关内 容 ， 通 过 倍 污 本 书 读者 可 以 开 电 眼界， 外 炼 思维 ， 还 可 以 学 到 处 理 数 
学 问题 的 一 些 方法 。 

作者 的 文笔 生动 有 趣 ， 氢 述 通俗 易 司 、 深 入 浅 出 。 本 书 适合 中 学 生 、 中 学 
数学 教师 以 及 其 他 对 有 关 课 题 感 兴趣 的 读 考 阅读， 本 书 也 可 作为 中 学 课外 数学 
小 组 活动 的 参考 宽 料 。 


Nicholas D. Kazarinoff 
GEOMETRIC INEQUALITIES 
THE MATHEMATICAL ASSOCIATION OF AMERICA 


a 
人 


翻译 说 明 


要 学 好 数学 ， 必 有 顷 宫 爱 数学 。 入 门 的 蔬 对 于 启发 读者 的 
兴趣 和 爱好 关 和 对 很 大 。-- 本 好 书 循 循 羡 诱 、 趾 入 和 估 胜 ; 想 
反 ， 则 望 而 生 提 、 今 人 却步 。 

由 于 种 种 原因 ， 数 学 往往 被 罚 上 -一 层 神 秘 的 面纱 。 好 奇 
的 中 学 生 、 热 心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科 数 工作 者 
都 渴望 了 解 ， 究 珊 什 么 是 数学 ? 它 有 哪些 主要 方 在? 近代 数 
学 卫 究 什么 问题 ? 有 了 哪些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 

为 了 满足 这 些 要 求 ， 我 们 组 织 选 至 了 这 套 “ 新 数学 从 
3 ， 向 广大 读者 推荐 。 

和 一 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ，“ 新 数学 丛书” 的 选 题 遍 
不 是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 ， 也 不 是 传授 专门 的 解 题 技 
巧 ; 而 是 向 未 必 具 有 很 深 数 学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 
近代 数学 有 关 的 数学 分 支 中 的 专题 。 这 套 书 选 题 面 较 广 ， 涉 
及 代数 、 几 何 、 人 分析、 拓扑、 格 率 、 计 算 机 以 及 数学 在 力 
学 、 移 理学 等 方面 的 应 用 。 内 容 虽 然 荆 显 ， 但 却 抓 住 了 核心 
和 基本 的 数学 思想 。 

这 套 书 还 有 一 个 特点 ， 选 写 人 大 多 数 是 该 领域 中 的 著名 
学 者 ， 学 术 造 齐 精 漂 、 热 心 普及 数学 数 育 ; 因此 能 高 网 远 
眠 、 深 入 浅 出 ， 上 生动 而 严肃 ， 简 明 而 不 失 僵 貌 。 

这 套 丛 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 ， 而 且 对 于 想 了 解 近 代数 学 思想 和 方法 的 科 煞 工作 者 
也 提供 了 一 条 门 径 。 

“新 数学 丛书 ”首创 于 一 九天 一 年 ， 已 陆续 出 版 近 三 十 
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册 。 有 些 书 早已 腕 销 。“ 新 数学 丛书 ” 编 委 会 ， 特 别 是 
Anneli Lax 孝 授 ， 得 知 我 国有 意 翻 译 这 套 丛 书后 ， 慷 慨 地 赠 
闭 了 至 侠 样 书 。 在 此 ， 我 们 表示 下 心 的 威 谢 。 

江 洋 涵 ” 张 茶 庆 

一 九 八 三 年 春 于 北京 大 学 


致 读 者 

这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 一 套 从 书 中 的 一 本 。 编 写 这 
套 书 的 目的 是 训 向 广大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 把 一 
些 重要 的 数学 概念 说 明 得 有 趣 且 能 懂 。“ 新 数学 丛书 ”中 
的 大 多 数 书 所 讨论 的 课题 通常 不 属于 中 学 课程 表 的 范围 ， 各 
书 的 难 易 程度 不 同 ， 甚 至 在 同一 本 书 里 ， 有 些 部 分 就 比 其 它 
部 分 更 需要 人 全神贯注 才能 读 懂 。 虽 然 读者 要 情 得 这 套 丛 书 中 
的 大 多 数 书 并 不 需要 多 少 专 门 知识 ， 但 是 他 必须 动 一 番 脑 
筋 。 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 过 到 数学 , 那 他 就 应 该 牢记 ， 
数学 书 不 能 读 得 很 快 ， 他 也 一 定 不 要 期 望 ， 读 第 一 逼 的 时 候 
就 能 理解 书 的 全 部 内 容 。 复 杂 的 部 分 他 应 该 自由 地 跳 过 去 ， 
以 后 再 回 过 头 来 读 ， 一 个 论点 常常 是 通过 后 面 的 话 才能 搞 清 
楚 。 另 一 方面 ， 内 容 上 分 热 悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 。 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 数学 ” ;每 一 本 书 都 包含 问 
题 ， 其 中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 。 劝 告 读者 养 成 读书 时 
手边 备 有 纸 和 笔 这 习惯， 这 样 读 ， 他 会 越 来 越 觉得 数学 有 
趣味 。 

这 侠 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 。 我 们 愿 在 此 申 明 并 致 
谢 ， 在 准备 这 套 书 时 ， 许 多 位 中 学 师 生 鲁 恢 慨 协助 。 编 辑 者 
欢迎 读者 提出 意见 。 请 函告 Editorial Committe of the 
NML series, New York University, The Courant Insti 一 
tute of Mathematical Sciences, 251 Mercer Street, New 
York, N.Y.i0012 FU.S.A.]. 

编辑 者 
下 


作者 简介 


N .DD。, 卡 扎 里 诺 夫 1929 年 出 生 于 美国 密 执 安 州 的 安 纳 波 
尔 。 在 密 执 安 大 学 ， 他 获得 了 学 士 和 硕士 学 位 ， 也 就 是 在 这 
所 大 学 ， 他 的 父亲 唐 纳 特 。 KK。 卡 扎 里 诺 夫 讲 授 数 学 达 三 十 五 
年 之 久 。1954 年 ， 他 在 威斯康星 大 学 获得 数学 博士 学 位 ， 现 
在 是 密 执 安 大 学 数学 副 数 授 。1959 一 1960 学 年 期 闻 ， 他 在 威 
斯 康 星 州 麦迪 进 城 的 美国 军队 数学 研究 中 心 做 研 究 工作 ， 
1960 一 1961 学 年 期 间 ， 他 甬 在 莫斯科 苏联 科学 院 斯 捷克 洛 夫 
数学 研究 所 工作 。 . 

作者 学 术 上 的 兴趣 在 于 微分 方程 与 几何 方面 ， 特 别 是 吓 
集 的 几何 学 。《 几 何不 等 式 》 一 书 是 为 安 纳 波 尔 的 中 学 生 举 
办 的 一 个 课余 讨论 班 的 成 果 。 
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当 我 的 父亲 在 世 时 ， 我 常常 听 到 他 旧 我 ，“ 尼 基 ， 我 有 
个 问题 。” 而 他 在 我 们 起 居室 黑板 上 出 的 题目 多 中 涉及 到 不 
等 式 。 现 在 ， 我 之 所 以 喜欢 想起 这 些 ， 在 一 定 程度 上 是 因为 
我 在 学 校 里 从 来 没有 碰 到 过 与 它们 稍微 有 点 相似 的 题目 ， 在 
家 里 我 仔细 地 考虑 过 这 些 题目 ， 但 是 ， 我 似乎 从 来 没有 求 出 
过 家 里 黑板 上 哪 一 个 问题 的 解答 。 今 天 中 学 的 数学 课程 仍然 
忽视 不 等 式 这 个 课题 。 可 是 ， 每 个 数学 家 都 知道 ， 在 所 有 的 
数学 分 支 中 ， 不 等 式 都 很 重要 ， 有 时 基 至 比 等 式 更 加 重要 。 

1958 年 ， 安 纳 波 尔 公立 学 校 给 了 我 一 个 机 会 ， 使 我 能 经 
常 同一 群 热心 的 年 轻 人 讨论 数学 。 这 些 学 生 们 的 关注 和 兴 
趣 ， 激 励 我 写 了 这 本 书 。 他 们 对 不 等 式 的 理解 和 欣赏 也 使 我 
相 借 ， 和 仔细 地 讲解 我 们 讨论 过 的 某 些 课题 ， 必 将 很 好 地 为 广 
大 读者 所 接受 。 

儿 何 不 等 式 之 所 以 特别 吸引 人 ， 是 由 于 人 们 能 很 容易 地 
掌握 它们 的 陈述 ， 同 时 它们 又 是 创造 性 的 数学 思想 和 现代 数 
学 精神 的 一 个 极 好 的 入 门 。 本 书 所 讲 的 初等 不 等 式 还 有 一 个 
优点 是 ， 为 理解 它们 所 需要 的 仅仅 是 清醒 的 头脑 和 具有 最 低 
限度 的 形式 数学 的 训练 〈 中 学 一 年 级 的 代数 和 平面 儿 何 的 基 
础 ) 。 我 偶尔 用 到 一 些 三 角 。 因 此 ， 有 些 材料 对 学 习 第 二 学 
期 的 平面 几何 的 学 生 是 有 所 神 丛 的 。 而 全 书 应 当 是 中 学 三 年 
级 和 高 年 级 学 生 可 以 接受 的 。 


这 套 丛 书 中 的 另 一 册 《 不 等 式 和 大门 》:+ 为 我 所 介绍 的 材 
料 提 供 了 另外 的 背景 。 此 外 ， 贝 肯 巴 赫 和 贝尔 曼 的 深入 、 活 
跃 的 研究 工作 出 包含 了 与 在 这 时 展开 的 很 多 课题 相 类 似 的 内 
容 ， 以 及 一 些 不 同 的 处 理 方 法 。 

从 历史 上 来 看 ， 创 立 微 积分 之 前 已 经 在 研究 包含 最 大 和 
最 小 的 几何 问题 了 。 微 积分 是 一 个 强 有 力 的 工具 ， 利 用 它 人 
们 无 需 独 创 性 就 能 够 解决 一 些 这 样 的 问题 。 然 而 ， 它 也 不 是 
万 灵 药 ， 任 何 打算 学 习 和 正在 学 习 微 积分 的 人 将 会 发 现 ， 第 
二 、 三 章 的 材料 对 于 理解 微 积分 能 鳃 做 什么 和 不 能 做 什么 是 
有 用 的 。 

尽管 人 们 常常 忽视 那 种 不 求 自 来 的 劝告 ， 供 我 还 是 想 提 
出 一 些 建议 ， 我 希望 它们 对 读者 会 有 所 帮助 。 没 有 一 本 数学 
书 能 有 是 够 的 解释 和 人 公式。 因此， 用心 的 读者 必须 随时 使 用 
手头 的 纸 和 笔 ， 在 画 出 书 上 所 没有 的 图 形 时 ， 在 补 出 论断 或 
公式 中 被 省 略 掉 的 步 又 时 ， 你 都 需要 它们 。 常 常会 碰 到 这 种 
情况 ， 当 你 画 出 课文 中 某 图 形 的 一 部 分 或 者 改写 一 个 公式 
时 ， 难 点 就 变 得 易 懂 了。 书 中 的 练习 和 问题 也 非常 重要 ， 及 
时 去 作 这 些 题目 的 读者 能 检验 和 加 深 自 己 对 所 学 内 容 的 悍 
解 ， 也 为 继续 前 进 作 了 更 好 的 准备 。 题 目 是 接 从 易 到 难 来 安 
排 的 ， 我 其 至 还 提 到 了 一 些 未 解决 的 问题 。 在 第 四 章 中 对 精 
选 的 题目 给 出 了 解答 ， 我 希望 已 经 做 出 解答 的 读者 会 发 现 ， 
把 他 的 解答 同 我 的 答案 进行 比较 是 有 帮助 的 。 

杰 圣 琳 。 刘 易 丝 夫 人 ， 安 唐 里 。 拉 克 思 博士 和 利 山 。 兹 
平 数 授 仔细 阅读 了 原稿 ， 他 们 的 批评 、 建 议和 补充 使 原稿 到 
于 完善 。 我 特别 感谢 杰 奎 琳 ， 刘 易 丝 和 安 径 里 拉克 思 ， 他 


@ 不 等 式 入 门 ， 己 ，。 贝 表 巴 赫 ， 有 R。 贝 尔 曼 著 ,文责 译 ， 北 京 大 学 出 版 社 ， 
1985 。 - 
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们 细心 地 核对 了 问题 的 证 明和 解答 。 

感谢 安 纳 波 尔 教育 部 门 给 我 机 会 来 充实 本 书 的 内 容 ， 并 
向 我 的 学 生 ， 安 纳 波 尔 中 学 的 罗伯特 。 泰 梯 也 夫 致 以 囊 心 的 
谢意 ， 他 所 给 予 的 远 基 于 他 所 得 到 的 。 特 别 是 ， 感 谢 父 亲 唐 
纳 特 ， 及， 卡 扎 里 诺 夫 对 我 提供 的 灵 契 和 数 导 他 的 敏锐 的 
头脑 ， 他 的 学 识 和 他 的 高 从 的 精神 引导 我 进入 了 数 学 的 世 
界 。 

N，。D。 卡 扎 里 诺 夫 


苏联 莫斯科 . 
1961 年 1 月 


第 一 章 算术 和 几何 平均 值 


1.1 基础 知识 


我 们 考虑 一 条 查 线 并 在 它 上 面 选 定 一 点 O。 因 为 我 们 有 
使 用 尺 、 码 尺 和 涛 尺 的 经 验 ， 所 以 ， 在 我 们 的 心目 中 ， 能 把 
线 上 的 每 一 点 同一 个 数 联系 起 来 一 一 如 果 这 个 点 在 O 的 右 方 
就 与 一 个 正 数 联系 起 来 ， 如 果 这 个 点 在 0 的 左 方 就 与 一 个 员 
数 联 系 起 来 ， 如果 它 是 O 就 与 零 联 系 起 来 。 这 些 数 被 称 为 实 
数 ， 它 们 可 以 写成 十 进 制 小 数 。 已 经 与 这 些 数 联系 起 来 的 直 
线 被 称 为 实 线 1 。 在 图 中 我 们 通常 把 实 线 夯 成 水 平 的 ， 而 且 
把 正 数 放 在 零 的 右 万 .1,- 3/2，- 4+ V5/3 和 x 等 就 是 一 


-+t 二 -1 0 1 7 
一 


图 1.1 
些 熟 知 的 实数 .我 们 将 要 与 之 打交道 的 所 有 的 数 都 是 实数 ,对 
此 ， 你 完全 可 以 加 以 反对 ， 说 我 们 实际 上 还 没有 定义 过 一 
个 实数 。 这 是 对 的 。 详 尽 地 定义 并 讨论 实数 是 数学 分 析 的 基 
础 ， 这 同样 是 正确 的 ， 不 过 ， 要 在 这 里 来 介绍 这 样 的 讨论 是 
过 于 深奥 了 ， 但 是 读者 可 以 在 ， 比 如 说 哈代 车 的 《纯粹 数学 
数 程 》 包 中 找到 它 。 另 一 方面 ， 在 这 套 丛 书 的 另 一 册 ， 工 ， 
尼 温 所 著 的 《 数 ， 有 理 数 和 令 无 理 数 》 中 给 出 了 实数 的 某 些 


@ 或 称 为 实 轴 一 一 译 者 。 

® G.H.Hardy, A Course of Pure Mathematics, Cambridge Uni- 
versity Press, 1938, 

@ Ivan Niven, Numbers, Rational and Irrational, 
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当 把 实数 和 一 条 直线 上 的 点 联系 起 来 的 时 候 ( 如 图 1.1)， 
我 们 已 含 鞠 地 断言 实数 系 有 某 些 性 质 ， 由 于 这 些 性 质 是 这 样 
的 基本 和 重要 ， 我 要 提醒 大 家 注意 它们 。 首 先 ， 我 们 理 所 当 
然 地 认为 在 全 体 实 数 的 集合 由 有 一 个 被 称 为 正 实数 集 的 子 集 
〈 称 它 为 忆 )， 和 阁 且 这 个 集合 有 以 下 两 条 性 质 : 

I .如 果 a 是 一 个 实数 ， 则 以 下 说 法 中 正好 有 一 -个 是 对 
的 ，4 在 了 中 ，-4 在 了 P 中 ,4a 是 零 。 

了 .如 果 4 和 ?都 在 居中 ， 则 4+2 和 4 也 在 也 中 。 
因为 实数 系 有 这 个 子 集 ， 我 们 说 它 是 有 序 的 。 当 我 们 把 实 
数 与 突 线 联系 起 来 时 ,就 用 了 这 个 次 序 性 ,和 如果 a 不 在 居中 着 
且 a 又 不 是 需 , 则 我 们 就 说 4 是 负数 .实数 系 有 序 是 能 驶 被 证 
明 的 ， 此 外 ， 借 助 实数 乘法 的 定义 能 说 明 ， 如 果 a 和 5 都 是 
负数 ， 则 ab 是 正 数 ;如 果 4 是 正 数 而 5 是 负数 ， 则 4b 是 负 
数 。 当 然 ， 两 个 或 更 多 实数 的 乘积 是 雾 ， 当 且 仅 当 这 些 煞 中 
至 少 有 一 个 是 零 ， 如 果 4 是 正 数 ， 我 们 写成 4 之 0 。 

加 法 和 乘法 的 代数 运算 在 实 线 上 有 几何 解释 .我 们 常常 
把 加 法 看 成 是 对 于 实 线 的 一 个 平移 或 移动 。 假 设 实 线 是 水 平 
的 。 于是， 例如 为 了 作 加 4 的 运算 ， 我 们 要 把 实 线 向 右 滑动 
四 个 单位 。 为 了 作 斩 实数 b 的 运算 ， 如 果 b 是 正 数 ， 我 们 就 
把 实 线 向 右 移动 5 个 单位 ， 如 果 5 契 人 负数 ， 就 向 左 移动 ~b 
个 单位 。 当 然 ,如 果 是 需 , 则 不 移动 就 完成 了 加 2 的 运算 。 
乘 以 一 个 正 数 常 常 被 看 成 拉 伸 或 压缩 运算 。 例 如 ， 为 了 乘 以 
4， 我 们 保持 原点 国定 ， 把 实 线 拉 伸 ， 使 每 点 离开 原点 正好 
是 原来 的 四 倍 即 可 。 乘 以 -4， 则 先进 行 以 4 为 倍数 的 拉 伸 ， 
然后 再 把 拉 伸 了 的 直线 上 的 每 一 点 关于 0 作 反 射 。 其 中 进行 
拉 伸 和 反射 的 顺序 不 会 产生 差别 、 乘 以 1 则 保持 所 有 的 点 不 


动 ， 乘 以 署 就 是 把 所 有 的 点 压缩 成 为 一 个 点 ， 原 点 。 


定义 1 当 且 仅 当 4a-b>0 时 ， 即 当 且 仅 当 存在 正 数 k， 
使 得 ce =2+ 时 ，4a>> 久 或 等 价 地 2<a)。 

“a>b’”» 读 1 [44 a 大 于 b wd ; [3 a 之 b 多 读 作 人 a 小 于 
b”。 式 子 “a<b” 被 称 为 不 等 式 。 从 几何 上 ， 我 们 看 出 
ab 的 意思 是 在 实 线 上 4 在 5 的 右 方 , 从 上 面 所 说 的 痊 质 
(了 ) 可 得 ， 对 于 给 定 的 任何 一 对 实 数 4 与 ,在 a>b, a=b 
和 a<b 之 中 恰 有 一 个 成 立 。 

定理 1 不 等 关系 是 传递 的 ， 者 4 宝 5 且 b>c， 则 4 之 6c。 
证 明 由 定理 的 假设 知 ， 存 在 正 数 hh 和， 使 得 
a=bth 及 b=ctk。 


因此 ， a=(《c+K)+h 或 4a=0c+ (K+h), 
但 因 h 和 是 正 数 ， 故 K+h 是 正 数 。 按 照 定义 ， 这 意味 着 
a>e.| 

如 果 a<8 或 4=4b 之 一 成 立 ， 我 们 写成 ab， 读 作 “a 
小 于 或 等 于 ”， 例 如 ，1 委 1 和 2 委 3， 因 为 在 “<2 或 “=? 
两 者 当中 ， 总 有 一 个 成 立 ， 

下 一 个 定 理 告诉 我 们 不 等 式 可 以 怎样 相 加 。 


定理 2 如果 a>b 有 o>d， 则 atc>b+d. 

其 证 明和 定 雇 1 的 证 明 同 样 容易 ,你 应 当 自 己 作出 证 明 . 

注意 ， 如 果 4 之 b 且 Cc 之 4d，ac 可 以 不 大 于 bd 全 如， 
1 之-2 且 2>>-3， 但 2<6。 下 面 的 定理 给 出 了 包含 正 数 的 
不 等 式 的 乘法 法 旭 。 

定理 3 如果 4a>bD0 且 c 宇 4>>0， 划 

(1) ac>bd; (C2) oo>pe (3) < 


证 明 ”根据 假设 ， 只 要 c 夺 4 就 存在 正 数 上 和 有 K， 使 得 
4a=b+h 以 及 c=d+k, 在 c=d 的 情形 取 人 =0, 竺 式 c=d+k 
仍然 成 立 ， 因 此 

ac=(b+h)(d+k) 或 ac=bd+rbk+hcd+k), 

数 内 +ACd+K) 是 正 的 所以， 按照 定义 知 a 盖 4。 读者 可 
自行 完成 第 二 个 结论 的 证 明 。 第 三 个 结论 可 从 第 二 个 推出 ， 
因为 ， 选 取 c=1/4， 我 们 就 推出 

o>b 沾 或 1>2. 
最 后 ， 把 第 二 个 结论 用 于 不 等 式 1 之 b/a， 这 次 选取 c = 1/b， 
我 们 就 得 到 | 

1 b ] 、 ! ] 

1 > 万 或 >r。 1 

在 儿 述 下 一 个 定理 之 前 ， 我 们 求 复习 正 数 的 分 数 次 方 宫 
的 定义 。 设 7 是 一 个 正 有 理 数 ，a 是 一 个 正 实数 。 (如 果 一 
个 数 能 写成 m/ 的 形式 ， 基 中 训 和 nn 是 整数 ， 且 7 夺 0， 那 
么 它 就 是 有 理 数 ，〉 因 为 p 是 有 理 数 又 是 正 数 ，? 就 可 写成 
m/n 的 形式 ， 其 中 尺 和 nn 都 是 正 整 数 。 符 号 a" 被 定义 成 

dsde at 


多 个 因数 


符号 a14" 代表 使 得 x" =4 的 正 实数 x 。 此 外 ， 


a" "= (arD)17 
如 果 9 是 负 有 理 数 ， 上 比如 说 9= -Pp, 共 中 Pp 是正 数 , 旭 


I 
4 =75, 


当然 ，a" = 1。 

在 本 书 中 ， 我 们 没有 必要 考虑 任 一 数 的 无 理 次 方 守 。 但 
是 ， 为 了 一 般 起 见 ， 我 们 在 叙述 下 面 的 定理 时 ， 大 不 限于 P 
是 有 理 数 。 当 已 经 定义 了 诸如 


《v 2 了 )v2， xn” 
这 样 的 数 之 后 ， 决 定 它们 是 有 理 数 还 是 无 理 数 是 非常 困难 的 
问题 。 
定理 4 如 果 上 >p>0，p>0， 则 az >b 如 果 P<0, 则 
at<b?, 
证 明 我 们 将 仅仅 对 Pp 是 正 整 数 的 情形 证 明定 理 ， 而 把 
对 任何 有 理 数 Pp 的 证 明 留 给 读者 完成 .(E.F。 贝 肯 巴赫 和 R。 
贝尔 曼 在 他 们 的 专著 《不 等 式 入 门 》 中 给 出 了 完整 的 证 明 .) 
设 p 已 给 定 ， 几 假设 之 5>>0 和 定理 3 可 得 
CQ2 >b?2, 
如 果 P 是 2， 我 们 已 证 完 ， 藻 则 ， 我 们 再 用 一 次 定 绷 3， 这 
次 是 用 于 不 等 式 
a>b>0 和 Qa>b, 
于 是 得 出 结论 
03 03。 
如 果 p 是 3 ， 我 们 已 经 做 完了 。 否 则 ， 我 们 继续 进行 下 去 ， 


总 共 经 过 正好 p- 1 次 这 样 的 步骤 之 后 ， 就 得 到 了 要 求 的 不 


等 式 
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的 


ar。 | 

以 上 定理 提供 了 我 们 所 需要 的 关于 不 等 式 运算 的 基本 事 
实 。 往 后 ， 我 们 将 经 常 不 加 特别 引证 地 使 用 它们 ， 不 过 ， 在 
着 手 把 这 些 定理 用 到 我 们 的 研究 中 去 之 前 ， 我 们 要 在 某 些 简 
单 的 情形 下 应 用 它 ， 以 便 看 出 我 们 是 怎样 频繁 地 用 到 它们 
的 ， 因 而 它们 是 多 么 的 重要 。 以 下 算术 问题 的 解答 能 够 很 好 
地 疼 明 这 一 点 。 

问题 。 在 7 +w10 与 3 +w17 中 ， 哪 一 个 大 ? 

判定 的 办 法 之 一 是 在 平方 根 表 中 找 出 这 些 数 来 ， 或 者 简 
单 地 算出 平方 根 到 几 位 小 数 。 我 们 将 要 证 明 w 3 + 17> 
V7 +w10。 我 们 的 证 明 从 平凡 的 观察 开始 ， 借 助 于 定理 进 
行 推导 而 得 到 更 求 的 结论 。 为 了 看 出 究 更 是 怎样 发 现 解 的 ， 
我 们 可 以 把 论证 的 式 序 题 倒 过 来 。 在 照 着 这 个 例子 做 练习 
时 ， 你 将 会 发 现 ， 最 自然 的 方法 就 是 ， 首 先 ， 假 设 要 求 的 结 
论 成 立 ， 再 把 它 化 归 各 种 别 的 不 等 式 ， 直 到 得 出 一 个 你 知道 
它 成 立 的 不 等 式 为 止 ， 其 葡 ， 你 必须 验证 每 个 步 又 都 能 倒 推 
回去 。 如 果 你 成 功 了 ， 你 就 建立 了 一 个 从 已 知 的 不 等 式 导出 
要 求 的 不 等 式 的 证 明 。 为 了 说 明定 理 1 一 4 中 的 每 一 个 的 用 
处 ， 我 们 故意 选 了 这 个 有 较 长 解答 的 例题 。 些 外， 由 于 
V3 +wv17 和 ww 了 7 +w10 之 间 的 差 很 小 (大 约 0.05) ， 人 们 
不 能 很 快 挑 出 这 两 个 数 中 的 大 数 是 不 是 为 奇 的 。 

解 因为 51=49+2 以 及 2 是 正 数 ， 由 定义 1 知 ，51 之 
4 成 立 。 把 定理 4(p=1/2)》 用 于 这 个 不 等 式 ， 我 们 得 出 
V51>7。 从 定理 3 (a=wV51，b= 7 及 ec=12) 推出 

12v51>12.7= 84, 
在 不 等 式 两 端 同 加 213， 并 用 定理 2 ， 我 们 求 得 
213 +12w 51>297, 


但 是 297>>280 = 4.70。 所 以 由 定理 1 知 ， 


213+12w51>4.70. 
其 次 我 们 注意 
213=9+204=9+451=9+(2w51)3 
以 及 
213 +12v 51 = 9+232 51 + (2 51)? 
= (3 +2v51)?, 
因此 ， 上 出 定理 4(p=1/2)， 我 们 得 到 结论 


3+2V51>2w70. 
这 个 不 等 式 可 改写 成 
3+17+2vV51>17+2w70 (定理 2》 
的 形式 ， 或 因 51 =3*17 和 70=7。610， 它 又 可 改写 成 
(vv3)2+2w3，wI17+(w17): 
>(v7)2+2wv7。wv10+(w10)1 
的 形式 ， 这 与 
(w3 +w17)2>>(w7 +vV10)’ 
是 一 样 的 。 再 利用 P =1/2 时 的 定理 4， 我 们 就 得 到 了 预期 
的 结果 , | 
w+wI17>w7 +v10. | 
站 如 我 们 已 经 注意 到 的 ， 如 果 利 用 初等 代数 前 较 高 深 的 
结果 ， 要 得 出 同样 的 结论 还 有 简短 得 多 的 方法 ， 下 面 的 练习 
给 我 们 的 基本 定理 提供 了 类 似 的 说 明 ，。 


练 习 
1， 证 明 2+w7<5。 
10 


2， 证 明 2+ 儿 7 之 4 
3。 证 明 ， 如 果 a<1， 则 2- 24>0。 
4。 在 5/12+w175 与 V173+w277 中 ， 哪 一 个 大 ? 
证 明 你 的 猜测 。 
5。， 在 2( 迪 2 +w6) 与 3v2+wv 了 本 中, 哪 一 个 是 大 
数 ? 证 明 你 的 猜测 。 
下 面 给 出 一 个 稍微 难 懂 一 点 的 应 用 基本 定理 的 模式 。 考 
虚数 
14 二 + 
v9999 100° 
它 有 多 大 ? 我 们 可 以 发 现 对 此 难于 作 岂 一 个 准确 的 猜测 。 如 
时 我 们 有 一 如 计算 机 和 足够 的 时 间 ， 我 们 是 能 够 把 这 个 数 算 
得 精确 到 两 位 或 多 位 小 数 的 。 然 而 ， 不 等 式 却 能 帮助 我 们 在 
短 得 多 的 时 间 内 作出 一 个 很 好 的 估计 。 由 于 我 的 目的 仅仅 在 
于 使 你 们 熟悉 基本 定理 的 应 用 ， 所 以 ， 请 原谅 我 要 保持 数 科 
书 的 传统 ， 从 “ 变 一 个 戏法 ”开始 ; 即 
定理 5 ”对 每 个 正 整 数 n， 有 


2vii Ti 2vT<- 王 < 2 NA, 


证 明 这 个 结论 并 不 难 ， 难 的 是 想到 它 ! 除非 你 已 经 用 不 
等 式 做 过 一 些 试验 ， 否 则 你 是 不 会 想到 它 的 。 试 验 是 数学 家 
们 的 典型 工作 。 我 们 进行 了 很 多 很 多 的 试验 ， 不 过 我 们 的 试 
验 是 用 数 、 几 何 图 形 以 及 种 种 其 它 的 抽象 的 对 象 来 做 的 。 
我 们 的 试验 ， 和 自然 科学 家 的 试验 一 样 ， 儿 乎 都 是 失败 的 ， 
偶尔 它们 成 功 了 ， 于 是 我 们 就 发 明了 一 个 定理 。 接 着 ， 我 们 
常常 发 现 ， 为 了 给 出 这 种 由 试验 已 经 相信 它 是 正确 的 猜想 的 
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定理 的 严格 证 明 ， 需 要 做 的 事情 更 多 。 利 用 显然 的 式 子 
Vn+1>w n 做 试验 ， 人 们 可 能 发 现 定理 5 。 下 面 的 证 明正 
好 是 一 次 成 功 的 试验 ， 

证 明 因为 vn+1 > n， 


wn+tl A 9An 
> (为什么? ) 
所 以 ， 由 定理 3， 
2 1 
pe (1) 


现在 1/w 7 出 现在 右 端 。 因 为 这 是 我 们 想 要 估计 的 量 ， 下 面 

喜 自 然 要 消去 左 端 分 母 中 的 平方 根 。 我 们 想起 恒等式 
(x+ XY) = x 

我 们 限定 它 为 如 下 的 形式 ， 

这 个 恒等式 的 右 端 项 显然 是 1 。 因 此 ， 用 wnrt-wn 乘 以 

(1) 式 左 端 项 的 分 子 和 分 母 ， 我 们 就 求 出 


2 一 一 
VA rn tI- n)., (2) 


(1) 式 与 (2) 式 -起 给 器 
2(vn+] -wm)<1/w 7 ， 

这 是 我 们 所 希望 证 明 的 结论 的 一 中 。 注 意 到 wm >wvn=-T 
你 可 以 用 类 似 的 方法 来 证 明 结 论 的 另 一 全， 请 试 一 试 ! 上 二 在 
这 个 证 明 中 我 们 用 了 哪个 基本 定理 ? 

现在 我 们 用 定理 5 来 解决 所 讨论 的 问题 。 我 们 把 n=1， 
2,… ,9999,10! 这 一 万 个 特殊 情形 下 定理 的 结论 都 “ 写 下 来 ” 
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(在 上 =1 时 ， 我 们 可 用 一 个 等 式 来 代替 右 端 的 估计 ， 因 为 其 
余 9999 种 情形 仍然 包含 着 不 等 式 。 这 样 做 还 可 使 我 们 最 终 得 
到 一 个 更 好 的 估计 ): 


2v2-2 < 1 所 1， 


2v 了 -2 了 < 六 2 2 一 2， 


2 2 I <2v 了 -2v2， 
V3 


、 1 
4 一 
2 10 2 9999 < 52 9999 2w 9998， 


最 后 


2 10001~ 2° .100<Ti<2。 100 -~ 2 9999, 


为 了 得 到 我 们 考虑 的 数 的 近似 值 ， 我 们 把 这 些 不 等 式 的 对 应 
项 逐个 相 加 ， 注 意 ， 在 左 端 各 项 的 和 
2w10001- 2.100 +2.100 ~ 29999 
+ 履 +2w3-2w2+2wv2-2 


中 除 首尾 两 项 外 ， 其 余 各 项 都 出 现 两 次 ， 一 次 带 加 号 ， 一 浆 
带 减 号 , 右 端 的 和 中 同样 的 结论 也 成 立 》 求 和 后 ,由 定理 2 ， 
我 们 得 到 不 等 式 


2v10001-2<1+7 了 +。 .+10<2， ]00 一 1， 
因为 v10001>>100， 因 此 我 们 已 经 证 明了 
1 
198<1+7 + +i <199, 


13. 
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当然 ， 这 个 估计 还 是 粗 煤 的 ， 但 是 它 比 纯粹 的 猜想 要 好 得 
多 。 

如 果 我 们 采用 一 个 适当 的 记号 ， 就 能 把 上 面 的 论证 写 得 
更 加 简 清 ，。 这 个 记 史 称 为 求 和 号 。 我 们 定义 


Sar = CI+ae + 十 Qnr i++dny 
| 


把 “ak 读 作 “ae 下 标 丰 ?7 或 “a kK” ,把 3 读 作 “a 下 
标 丰 从 大 = 1 到 =n 求 和 ”。 我 们 称 丰 是 求 和 的 指标 。 例 
如 ， 


上 一 
2 人 =1+4+9+16， 
k=l 


Dlogi =log2 +log3 + log4, 

1-2 
i 1! 21 1 1 1 
之 (3+1D1 = i 24 1+60 120° 
《由 定义 ， 当 大 是 正 整 数 时 ， Ki1=1°2*3°.°k, 而 0! = 1. 例 
如 ， 11=1, 21 =2, 31 三 6， 41 =24， 51 =120 和 61 = 720。 ) 
在 这 些 例子 中 ， 求 和 指标 的 选择 是 清楚 的 ， 因而 我 们 就 可 赂 
掉 它 而 简单 地 写成 


| 3 1 
De, 2 og) 之 ri 
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我 们 估计 过 的 数 是 YY1/v 无 。 定 埋 5 表 明 , 当 上 =1,2，… 时 ， 


2(vE+I-wK)<I/AK<2(v 下 -vF-T). 所 以 ,由 定理 
2 着 从 2(w2 -1)<1 所 1 的 事实 〈 后 一 严格 的 不 等 式 可 从 不 
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等 式 8< 9 利用 我 们 的 定理 推出 来 ) ,我 们 得 到 


4 


2(w2 -D+ DRtI-VE) 
2 


或 
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有 1 
2(Y10001 -DD< 2 E10 -1, 
从 这 个 结果 我 们 得 到 过 最 后 的 估计 。 下面 在 用 求 和 号 更 方便 
时 ， 我 们 将 继续 用 它 。 
问题 1， 对 所 有 正 整数 2 ， 证 明 
1 1 .3.5 22 一 1 1 


TFTI<S3 mn yn 
你 能 改进 这 个 近似 值 吗 ? 


1.2 算术 和 几何 平均 信和 定理 必 


考虑 “在 所 有 面积 为 1 的 矩形 中 ,正方 形 有 最 小 的 周 长 ” 
这 个 猜测 ， 显 然 ， 一 个 单位 面积 的 瘦长 的 算 形 比 同样 面积 的 
短 胖 的 逢 有 形 有 更 大 的 周 长 ， 于 是 自然 猜想 正方 形 有 最 小 的 周 
长 ， 因 为 它 是 最 胜 的 殷 形 了 。 我 们 现在 有 了 一 个 可靠 的 猜 
测 ， 但 是 我 们 怎样 才能 证 明 它 呢 ? 一 种 可 能 的 做 法 是 把 它 改 
写成 代数 的 形式 ， 大 试图 证 明 这 个 代数 的 提 法 。 让 我 们 来 这 
样 做 ， 

假设 给 了 一 个 矩形 ， 我 们 选择 测量 单位 ， 使 它 的 面积 是 


@ 在 这 讲 从 他 中 由 名 , 负 肯 巴赫 和 民 , 幢 尔 曼 所 闭 的 《不 等 式 入 门 ) 的 第 四 
章 中 ， 可 以 找到 与 这 里 所 给 的 本 定理 的 证 明 不 同 的 几 种 证 法 。 
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] 个 平方 单位 。 如 果 它 的 长 是 x， 于 是 它 的 宽 必 然 是 17x ,而 
它 的 周 长 是 2Lx + (1/x)J。 面 积 为 1 的 正方 形 周 长 是 4。 所 
以 ， 可 把 我 们 的 猜测 改写 成 以 下 的 形式 


] ~ 
2(: + 7)> 1， 全 人 


仅 当 x= 1 时 等 号 成 立 ， 或 者 
->2， 0， (3) 


仅 当 x=1 时 等 号 成 立 。 下 面 的 问题 是 寻找 一 种 方法 ,把 它 人 
er 天 的 于 全 是 在 下 和 
式 (3)? 的 两 端 同 乘 x 。 玫 是 它 变 成 
X2 x 之 0， 
这 等 价 于 
2 一 2X 二 0，xXY>>0， 
现在 ， 出 现在 我 们 眼前 的 是 完全 平方 公式 (x 一 1)?， 我 们 把 
后 一 不 等 式 改写 成 
( 作 一 1)? 六 0，x>0， 
因为 实数 的 平方 永远 不 是 负数 ， 所 以 这 个 式 子 是 显然 的 ， 
如 果 能 把 推理 过 程 倒 回 去 ,那么 我 们 就 发 现 了 (3)7 的 一 个 
证 明 。 我 们 来 试 试 这 样 做 。 由 定理 2， 
(x 一 1)? 守 0 《对 任何 实数 x 》 
等 价 于 不 等 式 
X2 十 1 之 27。 
如 果 * 之 0， 那 么 我 们 可 对 这 个 不 等 式 用 ce=1/x 的 定理 3， 
大 得 出 
+ 让 守 2， x>0, 
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显然 ， 当 且 仅 当 x = 1 时 ， 竹 号 成 立 。，] 

在 这 一 章 中 ,我 们 的 主要 日 的 是 推广 (3) 中 所 包含 的 简单 
定理 。 结 论 (3) 说 乘积 为 1 的 两 个 正 数 ， 当 它们 相等 时 ,其 和 
最 小 。 如 打包 含 了 上 比 两 个 更 多 的 数 ， 我 们 能 够 说 些 什么 呢 ? 
不 等 式 (3) 的 -个 直接 推广 是 

定理 6 ”乘积 等 于 1] 的 ”个 正 数 的 和 永远 大 于 或 等 于 
33 当 且 仅 当 所 有 的 数 都 相等 (等 于 1 ) 时 ， 等 号 成 立 。 即 ， 
如 果 ai>0G= 1 2，…),m) 并 且 aaw。ar ia =]， 则 


由 
2 ain, 
i 


当 且 仅 当 对 每 个 i ，ai = 工时 ， 等 号 成 立 ， 

我 们 把 它 的 证 明 放 到 第 21 页 ， 

这 个 定理 的 几何 解释 是 ， 如 果 - 一 个 半 维 盒子 “长方体 ”) 
的 体积 是 1 ， 则 当 它 是 一 个 二 维 立 方 体 时 ， 其 楼 长 之 和 最 
小 。 你 们 很 熟悉 这 个 定理 当 ?2 = 2 和 ?nm= 3 的 情形 ， 当 然 ， 人 
们 不 容易 想象 维 数 超过 3 的 空间 。 然 而 今天 数学 家 们 经 常 考 
虑 三 维 以 上 的 空间 中 ， 甚 至 无 妆 维 窄 间 中 的 问题 ， 

定理 6 当 n=2 时 可 以 叙述 成 另 一 种 形式 ， 如 果 玉 和 
bs 是 正 数 ， 则 (利用 ai = bi/bs，as = be/ 六 ) 
| FE>2, (4) 
仅 当 名 =bs 时 等 号 成 立 。 

问题 2。 给 定 7n 个 正 数 bi,b,,…,b。， 与 不 等 式 (4) 的 形 
式 相 类 似 的 定理 6 的 提 法 是 什么 ? 

定义 2 7 个 正 数 a1,…,an 的 算术 平均 值 4 是 


ai +a, 十 和 十 dn 
n 


一 些 数 的 算术 平均 值 常 称 为 它们 的 平均 数 。 

如 果 两 个 定理 中 的 任 一 个 成 立 蕴 泗 着 另 一 个 定理 也 成 
立 ， 则 我 们 说 这 两 个 定理 是 等 价 的 。 下 面 的 命题 与 定理 6 等 
价 ， 可 是 它 更 便于 证 明 。 我 们 将 首先 证 明 它 ， 然 后 用 它 来 证 
明定 理 6。 

定理 7 给 定 了 和 的 nn 个 正 数 ， 当 它们 公 都 相等 时 ， 其 


系 积 最 大 . 即 ， 如 果 ai>0 (1 一 1，…5n) 且 >1ai 固定 ， 比如 说 


是 nA， 则 
dl rdn 人 SA’, (C5) 


当 且 仅 当 al = as =… =an 时 ， 等 号 成 立 。 

从 几何 上 来 看 这 个 定理 表明 ， 在 所 有 楼 长 之 和 相同 的 m 
维 盒子 中 ， 寻 维 立方 体 有 最 大 体积 。 这 个 定理 还 有 另 一 个 等 
价 的 几何 说 法 是 ， 如 果 一 条 直线 段 被 分 割 成 给 定数 目的 有 限 
段 ， 则 当 它 们 相等 时 ， 基 长度 的 乘积 最 大 ， 

如 上 所 述 ， 我 们 将 先 证 定理 7 ， 然 后 再 用 这 个 定理 来 证 
明定 理 6 。 下 面 所 给 出 的 定理 7 的 证 明基 于 这 样 一 种 想法 
如 果 给 定 的 ?个 数 不 全 相等 (等 于 它们 的 平均 )， 那 么 ， 我 们 
可 以 两 个 两 个 地 把 大 于 平均 数 的 减 小 ,把 小 于 平均 数 的 增 大 ， 
直到 这 些 数 全 都 相等 为 止 ， 在 这 个 过 程 中 它们 的 乘积 一 直 在 
增 大 。 同 时 对 nn 个 数 来 做 是 困难 的 ， 一 次 处 理 两 个 更 好 些 ，。 
因为 年 一 读 时 这 个 证 明显 得 稍微 复杂 一 点 ， 所 以 与 证 明 相 平 
行 ， 我 们 用 一 个 例子 来 说 明证 明 中 的 每 个 步 又 。 

定理 7 的 证 明 ”如 果 原 来 给 出 的 ”个 数 a 全 都 等 于 4 ， 
则 和 所 说 的 一 样 ， 在 (5) 中 等 号 成 立 。 如 果 所 给 的 正 数 中 有 
一 个 不 等 于 4， 则 至 少 有 一 个 大 于 4， 而 且 至 少 有 一 个 小 于 
4， 
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挑 出 一 个 比 4 小 的 和 一 
个 比 4 大 的 ， 把 它们 是 做 ai 
和 as， 并 写成 a1= 人 4- kh 和 
a=4+K。 当然 ,请 和 大 是 
正 数 。 

坝 在 ， 我 们 要 改变 <a: 和 
az， 使 得 给 定 的 ?个 数 41 的 
乘积 增 大 ， 而 保持 它们 的 和 
固定 为 "4。 

设 a: = A， 又 设 

as=A+k-h, 
则 

ai+as =2A+Kk-h 

=Q1+4,3 


因此 


' . 
G1 4 +as te +an 


ya =nA, 
1 


例如 ， 假 设 n=4 ,着 如 
给 定 的 正 数 是 2,3,5 和 6。 于 
是 A =4, 莽 且 给 定 的 数 中 没 
有 一 个 是 每 于 4 的 。 我 们 可 
选取 41=3 和 4=6， 于 是 
a1=4 一 1 而 4; =4+2, 所 以 
h=]1 和 太 =2.。 
现在 ， 我 们 要 改变 3 和 
6 ， 使 得 给 定 的 四 个 数 的 乘 
积 增 大 ， 而 保持 它们 的 和 轿 
定 为 16=4*A， 
设 o =4， 又 设 
a =4+2 一 1T=5， 
则 
a1tas=4+(4+2—1) 
=(4—1)+(4+2) 
= a1+4,; 
因此 
4+5+2+5 
=3+6+2+5=4.1。 


显然 at 和 是 正 数 ， 现 在 我 们 有 了 第 二 组 ?个 正 数 ， 
它们 的 和 与 原来 的 "个 正 数 的 和 相同 ， 


其 次 ， 我 们 注意 到 
a'ias DG102。 
这 显然 是 对 的 ， 因 为 
aa = ACA +K-h) 
= A?+ (Kk—h) 4A, 


其 次 ， 我 们 注意 到 
4°5>3"5。 
这 是 因为 
4*5=4(4+2-1) 
= 42+(2—1)*4, 
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叉 因 
alds = (A—h)(A+K) 
= A2 + Ck-h)A—hk, 
由 此 得 出 a142 = 4102+ 婚 ， 
其 中 hk 是 正 数 ， 按 照 定义 
1 ， 这 意味 着 414s 之 414，。 
因 击 4i*as ase eoan 


>aradye ds. ene adn, 


如 果 现在 4=a =a4= 4a,= 


能 求 出 和 为 人 人 的 另 一 组 并 个 正 数 ， 它 们 的 乘积 比 4 


Q3 0 的 乘积 更 大 , 


如 果 我 们 -一 次 文 一 次 地 
重复 这 个 过 程 ,那么 ， 最 多 
n-1 步 之 后 (包括 第 一 次 )， 
我 们 就 已 经 构造 出 一 组 全 都 
等 于 4， 总 和 等 于 ?4 的 ” 
个 正 数 ， 而 它们 的 乘积 比 总 
和 相同 的 任何 其 它 n 个 正 数 
的 乘积 更 大 。( 看 出 最 多 需 
要 n~1 步 是 需要 想 一 想 
的 ，> | 
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| 


六 因 
3°6=(4-1)(4+2) 
=4?+(2-1)1~—1°2, 


因而 
{eb2e 5>36.2*5, 


… =4n， 则 已 经 证 完 。 如 果 不 是 
这 样 ,于 是 在 新 的 ”个 数 的 集合 41 ,45 ,03,… ,an 中 至 少 有 一 
个 数 大 于 4， 关 且 至 少 有 一 个 数 小 于 4。 把 它 们 称 为 六 和 
b,， 用 bi 和 bs 来 扮演 4a1 和 4, 的 角色 重复 上 面 的 论证 , 我 们 


r 
:4d2 多 


在 此 例 中 ， 第 一 个 数组 
是 (3,6,2,5)， 第 二 个 是 (4,5， 


，2,5), 滑 步 之 后 ,数组 是 (4,4， 
3,5).Cb1=2,b2 =5,01 = 4 和 
， 22 = 3。) 在 第 三 步 即 最 后 一 


步 之 后 , 它 是 (4,4,4,4)。 注 
意 我 们 也 可 以 选取 wa = 2 和 


| a=6， 则 第 二 个 数组 应 是 


《4,4,3,5) 而 第 三 个 数组 应 
是 (4,4,4,4)。 因 此 ,对 于 其 
些 数 组 来 说 ， 用 少 于 n -1 步 
就 可 以 完成 这 群 的 论证 。 


我 们 现在 用 这 个 定理 来 证 明定 理 6 。 

定理 6 的 证 明 给 定 >0G=1,%,n) 是 aa nan 
= 1; 我们 起 要 证 明 Ze>m 当 且 仅 当 所 有 的 wm 都 等于 
时 等 号 成 立 。 我 们 用 数学 中 一 再 使 用 的 手法 把 这 个 问题 化 归 
前 面 的 问题 。 即 ， 我 们 用 至 体 数 的 和 去 除 每 个 给 定 的 数 ， 这 
样 做 了 以 后 ， 我 们 就 得 到 了 总 和 为 1 的 n 个 新 数 ， 能 够 应 用 
定理 7 。 因 此 ， 我 们 设 


s= Ya 和 bi= 3 


1 


因为 51 的 算术 平均 值 是 
1 s 1 
p30 Hi sn 
从 定理 7 我 们 得 到 结论 
bunbarneba< (去)， 


仅 当 六 =…= 加 =1/2 时 ， 等 号 成 立 。 用 原 数 4 来 表示 , 这 


个 式 子 就 是 
CiedoeQ3e redn T Na* 
SeSeSe oss <(5) 时 


仅 当 a = as=… = an 时 等 号 成立。 但 接 照 假设 aase van 
=1， 所 以 

da ee j n 1 n 

人 - (5 <(5) 3 


或 由 定理 3 和 4， 


ns, 
仅 当 每 个 ai = 工时， 等 号 成 立 。 | 
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ey ee 


尔 们 霜 自己 让 明定 理 6 蕴 洱 着 定理 7 
作为 当 n=2 了 时 定理 6 的 一 个 简单 应 用 ,… 我 们 来 征明 ; 如 
果 台 是 正 数 ( 即 * 是 非 采 实 数 ), 则 


xX2 1 
Tix 2 
显然 如 果 直 >0， 则 
好 -一 | 一 
1+X4 工 ，xa 


但 由 害 硅 6， 吕 + 01/7) 之 2， 所 以 ,根据 定理 3， 各 果 * 不 
是 0， 就 有 


仅 当 X= 土 时 ， 等 号 成 立 。 | 

注 在 最 后 的 不 等 式 中 ， 仿 Y= 0， 可 看 出 此 不 等 式 对 
x=10 成立， 因而 对 所 有 的 x 也 成 立 。 

问题 3。 证 明 ， 如 果 a>>1， 则 logloa +loge10 之 2。 

定义 5 7 个 正 数 41,… ,as 的 志和 何平 均值 G 是 它们 乘 
积 的 ”次 根 ， 

G = Wai 。 

定理 6 和 定理 7 等 价 于 著名 而 且 有 用 的 几何 与 算术 平均 
值 定理 ， 
定理 8 ?2 个 正 数 的 几何 平均 值 小 于 或 等 于 它们 的 算术 
于 均值 。 当 且 仪 当 n 个 数 相 锋 时 ， 这 两 个 平均 值 才 相 等 。 

证 明 ”如果 应 用 p=1/n 的 定理 4， 从 (5) 可 点 接 推出 要 
求 的 结论 

G<A, 
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仅 当 每 个 al = G 时 ， 等 号 成 立 ， 

用 类 似 的 方法 ， 前 三 个 定理 中 的 任何 一 个 都 能 够 用 来 证 
明基 它 两 个 。 你 可 以 试 试 这 样 做 。 

在 下 -- 章 中 ， 我 们 将 要 叙述 上 面 三 个 定理 的 若干 儿 何 应 
用 ， 昌 前， 我 们 满 是 于 两 个 应 用 。 第 -个 是 ， 在 有 给 定 到 面 
积 的 所 有 的 三维 盒子 中 ， 立 方 体 有 有 最 大 的 体积 . 

证 明 设 a ,b,c 表示 天 面积 为 5， 体积 为 VY 的 盒子 的 
长 、 宽 、 商 显然 _ 

V=abe 和 S=2(ab +be +cea), 
S 固定 的 假设 ， 意 即 三 个 量 4b,be,ac 的 和 是 圈定 的 ,这 启发 
我 们 对 它们 应 用 定理 7 或 8 ， 其 结果 是 


brb 
Cabeberca)! 3 To toe 或 (Ya149< 


3 
因而 
v<($) 2 . 


仅 当 ab=be = ac 时 ， 等 号 成 立 。 从 这 个 结果 我 们 看 出 ， 当 
4=b=c 时 ， 即 当 盒子 是 立方 体 时 ， 其 体积 最 大 ,| 

第 二 个 是 ， 有 最 小 麦 面积 的 体积 为 了 的 青 圆柱 是 直径 与 
高 相等 的 下 圆柱 ， 

证 明 我 们 用 S ,r 和 分别 表示 体积 为 V 的 站 圆 性 的 
表面 积 、 盾 径 和 高 ， 于 是 

S=2n(72 +rh) A V=xnr2h, 

所 以 


V V VV 
S= 2x(r: 十 二 ) =2n (= + a7 + 元 让 
因而 ， 我 们 可 认为 8/6rx 是 三 个 数 于 ，Y/(C2xr) 和 VY7(C2rr) 
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的 算术 平均 值 ， 所 以 由 定理 8 知 


S V2 N13 
(md) 


但 是 这 个 不 等 式 的 右 端 项 是 固定 的 ， 因 此 ， 当 等 式 成 立时 ， 
即 当 


时 ，S 最 小 ， 这 样 ， 当 2r =4 时 ，S 最 小 。 1 
间 题 4。 证明， 如果 a ,5 是正 数 ， 则 


a+nb 


ntl . 十 
Vab" ni (n=1,2,3,."), (6) 


仅 当 4 =b 时 ， 和 卿 号 成 立 ， 
问题 5 。 证 明 ， 当 nn 之 2 时 


"(3 


问题 6。 证明， 如 果 4,b 和 c 非 负 ， 则 
9abe< (a +b +o) Ge +ca +t+ab)., 
问题 7 。 利 用 本 节 的 不 等 式 (3) 证 明 ， 如 果 a1>>0(i=1， 
2，… ,1)， 则 


(5 )(B)=". 


在 下 文中 我 们 偶尔 要 用 到 绝对 值 的 概念 。 下 面 我 们 来 给 
出 它 的 定义 并 简短 地 过 论 它 的 用 处 。 
定义 4 ”如 果 x 宇 0， 则 数 x 的 绝对 值 是 *，; 如 果 *< 0， 
则 数 x 的 绝对 值 是 一 x。 
* 的 绝对 值 用 |x| 表 示 ， 定 义 4 说 
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|x| =x， x>0 


和 |x| = -x，x<0。 

从 这 个 定义 推出 |x|?=x?， 而 更 重要 的 是 
Ix| = wrx, 

例如 | -61=w(-602=w36=6。 


和 第 4 页 所 说 明 的 一 样 ， 如 果 用 实数 来 表示 直线 上 的 点 ， 则 
[1x| 正好 是 从 x 或 =x 到 原点 的 距离 ， 数 1z - 好 是 从 实 线 上 点 . 
x 到 实 线 上 点 y 的 距离 。 它 也 是 从 点 -x 到 点 ~y 的 距离 。 显 
lx-y|=|y~x|, 
如 果 有 人 还 没有 直线 上 两 点 间距 离 概念 的 直观 形象 ， 那 么 可 
以 用 上 面 的 话 来 为 他 定义 这 个 概念 。 为 了 方便 起 见 ， 在 以 后 
的 各 章 中 ， 我 们 常常 用 符号 AB 来 表示 几何 点 4 与 妃 之 间 的 
距离 
重要 的 是 应 当 注 意 ， 象 
|x|<iy| 
这 样 的 单个 不 等 式 等 价 于 两 个 联 立 不 等 式 。 例 如 ,= 3<x<3 
与 |1x|<3 等 价 ， 方 程 1x| = 3 有 两 个 根 3 和- 3。 显然， 当 且 
仅 当 x=0 时 ，|x|=0。 ， 
问题 8 。 证 明 ，|a| - 人生 |et+bl 委 el+ 1 这 个 不 
等 式 的 几何 解释 是 什么 ? 
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第 二 章 等 周 定理 


2.1 最 大 和 最 小 问题 


我 们 在 第 1.2 节 中 辜 到 的 在 面积 为 1 的 所 有 和 扰 形 中 ,确定 
最 小 周 长 的 矩形 的 问题 ， 只 不 过 是 几何 中 的 最 大 最 小 问题 之 
一 。 公 元 前 希腊 儿 何 学 家 们 已 经 在 研究 这 类 问题 了 .当然 ,不 
能 断定 哪些 人 首先 提出 包含 最 大 最 小 的 问题 ， 但 是 ， 很 多 问 
题 的 出 现 是 非常 自然 的 ， 有 原始 文化 的 人 也 许 已 经 有 了 ， 或 
许 还 想到 了 这 些 问 题 。 例 如 ， 是 什么 原因 使 很 多 花茎 、 树 干 
和 许多 别 的 自然 界 的 物体 都 是 圆柱 形 的 ， 为 什么 际 详 在 空气 
中 的 小 水 滴 和 肥皂 泡 近 似 于 球形 ; 为 什么 鹿 群 在 遭 到 猥 的 攻 
击 时 形成 一 个 圆圈 ? 很 明显 ， 这 些 问题 只 是 间接 地 包含 数 
学 ， 但 是 它们 却 能 够 激发 数学 的 思想 。 也 有 更 直接 的 数学 问 
题 ， 例 如 ， 一 块 土地 应 是 什么 形状 才能 使 给 定 长 度 的 篇 役 围 
佳 的 面积 最 大 ， 当 给 定 了 表面 积 ， 什 么 尺寸 的 圆柱 形容 器 其 
有 最 大 的 容积 ? 你 们 还 能 想 出 别 的 例子 来 吗 ? 希腊 人 对 于 蜂 
房 景 宝 的 六 角形 排列 之 类 的 自然 现象 最 威 兴趣， 但 是 ， 他 们 
也 有 很 多 与 战 狂 有 关 的 实际 问题 。 例 如 ， 估 计 敌 人 帐篷 大 小 
的 问题 ， 可 以 假设 人 数 大 致 上 与 他 们 所 住 帐 血 覆 盖 的 面积 成 
正比 ， 这 样 ， 知 道 了 敌人 帐篷 的 大 小 ， 就 可 以 粗略 地 得 出 敌 
军 的 人 数 ， 而 通常 是 从 敌人 帐篷 的 周 长 来 估算 它 的 面积 的 . 
不 过 ， 这 种 方法 常常 会 给 出 错误 的 结论 ， 所 以 ， 要 寻求 这 个 
问题 更 好 的 更 数学 化 的 解法 。 

包含 在 上 面 引用 的 许多 例子 中 的 数学 问题 分 两 类 ， 在 有 
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某 种 性 质 的 所 有 几何 图 形 中 ， 哪 -- 个 有 最 大 面积 或 体积 : 在 

有 某 种 性 质 的 所 有 图 形 中 ， 哪 一 个 有 最 小 周 长 或 表面 积 y 不 

确切 地 说 ， 这 两 类 问题 都 叫做 等 周 问 题 ，“ 等 周 ” 意 期 “有 

相等 的 周 长 ”。 著 名 的 等 周 定 理 为 一 大 类 这 种 问题 给 出 了 解 

答 ， 人 类 在 发 现 它 以 后 ， 人 花费 了 两 千 多 年 的 时 间 才 证 明了 
定理 9 (等 周 定理 ) 

(A4) 在 具有 给 定 周 长 的 所 有 平面 图 形 中 ， 圆 有 最 大 的 
面积 。 

《B) 在 具有 给 定 面 积 的 所 有 平面 图 形 中 ， 圆 有 最 小 的 
周 长 。 

用 适合 于 三 维 实 间 的 语言 来 说 ， 这 个 定理 变 成 

CA》 在 具有 给 定 表面 积 的 所 有 立体 中 ， 球 有 最 大 的 体 
积 ，。 

(B) 在 具有 给 定 体积 的 所 有 立体 中 ， 球 有 最 小 的 表面 
积 ， 

在 本 章 中 ， 我 们 将 要 讨论 几 个 等 周 定 理 。 我 们 从 一 些 简 
单 的 定理 开始 ， 而 以 等 周 定 理 本 身 的 讨 诊 作 为 结束 。 首 先 克 
许 我 来 称 微 讲 一 点 这 个 著名 的 定理 的 历史 。 算 形 的 等 周 问题 
的 解答 已 经 为 生活 在 公元 前 300 年 的 欧 几 里 得 (Euclid) 所 知 ， 
或 许 短 道 它 还 更 早 ， 因 为 欧 几 里 得 的 《原本 》 中 很 多 定理 并 
不 是 由 欧 几 里 得 最 早 做 出 来 的 。 这 个 时 代 最 伟大 的 数学 家 阿 
基 米 德 (Archimedes， 公 元 前 287 一 212 年 ) 知道 等 周 定理 的 叙 
述 。 到 人 元 初 年 ， 几 何 中 最 大 最 小 问题 的 研究 已 经 有 了 显著 
的 进展 。 事 实 上 ， 我 们 知道 生活 在 公元 前 200 年 到 公元 90 年 
间 某 一 时 期 的 芝 诺 多 罗斯 (Zenodoros) 写 了 一 本 题 为 《等 周 
图 形 》 的 书 ， 不 幸 的 是 ， 他 的 书 的 抄本 旋 有 流传 给 我 们 ， 不 
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过 ， 生 活 于 约 公元 300 年 的 亚 历 出 大 里 亚 的 帕 普 斯 (Pappus) 
重新 叙述 和 证 明了 他 的 结果 。 我 们 确 有 他 的 著作 的 版 本 . 。 
当然 ， 帕 普 斯 知道 等 周 定 理 ， 而 更 有 趣 的 是 ， 他 认为 他 已 经 
有 了 圆 比 同 样 周 长 的 任何 多 边 形 有 更 大 面积 这 个 定理 的 一 个 
和 证明。 大体 上 ， 他 的 工作 是 正确 的 ， 也 容易 领会 。 

从 希腊 几何 学 家 的 工作 直到 十 八 世 纪 有 晚期 瑞士 人 西蒙 ， 
路 易 里 时 (Simon Lhuilier) 以 及 他 之 后 的 他 的 同胞 雅 各 布 。 
斯 坦 纳 (Jacob Steiner，1796 一 1863) 的 工作 之 前 为 止 ， 几 乎 
没有 取得 什么 进展 。 路 易 里 叶 和 斯 坦 纳 在 他 们 的 研究 中 所 发 
展 的 方法 在 数学 中 有 着 巨大 的 影响 并 一 下 被 使 用 。 斯 坦 纳 的 
方法 本 质 上 是 几何 的 (而 不 是 代数 或 分 析 的 )， 也 就 是 说 ， 蚌 
综合 法 。 换 名 话说 ， 他 是 从 图 形 的 儿 何 性 质 而 不 是 化 代数 或 
微 积分 的 定理 和 解析 几何 的 方法 来 进行 推理 的 ，( 在 平面 几 
何 的 学 习 中 你 用 过 ， 或 者 正在 用 综合 法 。) 斯 坦 纳 用 他 的 方 
法 解决 了 很 多 问题 ， 这 些 问 题 其 至 借助 牛顿 (Newton) 和 莱 
布 尼 鞠 (Leibniz) 在 十 七 世纪 中 “发 明 ” 的 微 积 分 也 没有 解 
决 。 而 斯 坦 纳 的 工作 本 身 又 刺激 了 分 析 数 学 ， 特 别 是 变 分 法 
的 成 长 ， 这 是 因为 他 在 等 周 定理 的 证 明 中 有 错误 ， 现 代数 学 
的 严格 性 的 缆 造 者 ， 德 国 数学 家 卡尔 。 维 尔 斯 桂 拉 斯 (Karl 
Weierstrass) 发 现 了 这 个 错误 ， 为 了 补 上 斯 坦 纳 的 证 明 的 漏 
洞 ， 维 尔 斯 竺 拉 斯 必须 进一步 发 展 微 积分 学 。 他 必须 把 整个 
学 科 置 于 一 个 严格 的 、 逻 辑 完 善 的 基础 之 上 。 斯 坦 纳 的 工作 
具有 一 种 巨大 的 魅力 。 我 力求 用 斯 坦 纳 的 精神 来 指导 本 章 的 
讨论 ， 并 利用 一 切 机 会 来 阐明 他 的 方法 。 


@ Pappus d’Alexandrie, La Collection Mathtmatique，Book VY, 
edited by P. VerEcke, Brouwer, Paris, 1933, 
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2.2 三 角形 的 等 周 定理 

多 边 形 是 最 简单 的 几何 图 形 ， 而 三 角形 又 是 多 边 形 中 最 
基本 的 图 形 。 由 于 这 个 原因 ， 关 于 三 角形 的 两 个 提 法 构成 了 
我 们 对 等 周 定理 研究 的 基础 。 

定理 10 

(A) 在 具有 公共 底 边 和 周 长 的 所 有 三 角形 中 ， 等 大 二 
角形 有 最 大 面积 ， 

(B》 在 具有 公共 底 边 和 面积 的 所 有 三 角形 中 ， 等 用 三 
角形 有 最 小 周 长 。 

我 们 也 还 要 用 到 一 个 定理 ， 它 可 以 用 证 明定 理 10 A 的 同 
样 方法 来 证 明 ， 而 且 实 际 上 它 是 一 个 更 强 的 定理 。 

定理 10A“′ 如 果 两 个 三 角形 有 相 同 的 底 边 和 相同 的 周 
长 ， 则 另外 两 边 长 度 之 差 较 小 的 三 角形 有 较 大 的 面积 。 

现在 我 们 来 证 明定 理 10A4; 为 了 尽 可 能 广泛 地 理解 定 
了 ， 训 们 将 用 两 种 全然 不 同 的 方法 玉 证 胃 它 ， 玫 县 还 要 指 站 
另 一 个 十 明 , 给 出 一 个 定理 的 几 种 证 明 在 数 科 书 中 痊 不 常 
见 ， 但 是 我 感到 这 还 是 应 该 的 . 这 样 做 不 仅 可 以 通过 揭示 它 
们 同 各 种 想法 的 关系 以 导致 对 结果 更 加 深入 的 理解 ， 而 且 也 
劳 虑 到 了 这 样 一 个 事实 ， 对 你 来 说 最 容易 理解 的 证 明 ， 而 你 
的 朋友 可 能 掌握 起 来 有 困难 ， 但 是 ， 他 或 她 却 可 以 很 好 地 理 
解 别 的 证 明 ， 

我 强烈 地 主张 你 们 在 阅读 下 面 证 明 的 时 候 ， 跟 着 证 明 的 
步骤 自己 去 作 图 。 一 个 特地 作出 的 图 形 往往 比 谍 文 中 现成 的 
说 明 更 富有 启发 性 。 当 你 们 自己 想到 了 某 些 变化 时 ， 你 们 就 
度 当 用 它们 素 做 试验 ， 不 仅 弄 清楚 已 经 做 了 什么 ， 还 要 弄 清 
楚 什么 还 没有 做 。 这 是 人 们 上 发 现 一 个 定理 的 证 明 或 者 理解 别 
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人 的 证 明 的 一 种 方法 。 

定理 10A 的 证 明 1 设 4BC 是 以 4B 为 底 边 的 一 个 等 腰 
三 角形 ， 双 设 ABD 是 有 相同 底 边 和 周 长 的 另 一 个 三 角形 。 
这 上 丝 涵 AC +8C=AD+BD( 符 号 XY 也 表示 从 XX 到 Y 的 
距离 ). 因 为 4BD 与 ABC 有 相同 的 周 长 但 不 等 须 ， 因 而 它 必 
有 一 边 ， 比 如 说 4D， 使 4D>4C， 而 另 一 边 ED<4C( 见 图 
2.1)。AD 必 交 BC 于 E， 其 中 EE 太 D， 如 时 不 是 这 样 ， 则 ， 
要 么 DD 应 在 人 4BC 的 内 部 


或 边界 上 ( 见 图 2.2(a))， 要 C 0 
么 C 应 在 AABD 的 内 部 或 边 
界 上 ( 见 图 2.2(b))， 从 三 角 ， 


形 两 边 长 度 之 和 大 于 第 三 边 
的 长 度 的 定理 能 够 推出 这 些 
情形 都 是 不 可 能 的 ， 尽 管 推理 是 简单 的 ， 但 也 许 大 不 是 显然 
的 ， 所 以 ， 我 要 来 叙述 它 ! 


D 
C 
AAS 
A . B A B 


& ~ 
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首先 ， 我 们 假设 D 在 俯 ABC 之 内 ， 而 EE 是 BC 和 AD 延 长 
线 的 交点 。 于 是 刚才 引用 的 定理 给 出 不 等 式 
AC+CE>AD+DE 和 DE+ED>PD， 
所 以 ， 由 定理 2， 
AC + (CE -+EB) +DESAD +BD +DE 
或 AC +CB>AD + BD, 
最 后 一式 与 假充 
AC +BC= AD+BD 
矛盾 。 如 果 忆 =E， 则 芋 面 的 推理 也 导致 与 假设 的 矛盾 。 因 
此 ， 和 我 们 斯 定 的 一 - 样 ， 也 在 A4BC 之 外 。 
其 次 ， 假 设 C 在 人 4ABD 之 内 或 边界 上 (如 图 2.2(b))。 
如 果 确 实 如 此 ， 则 由 与 上 面 一 样 的 推理， 我 们 可 推出 AD + 
DB 二 AC +CB， 仍 与 假 没 矛盾 . 现在 ,我 们 进行 定理 的 证 明 ， 
没 F 在 AE 上 有 是 EF=EB。 因 为 BE<AE( 出 不 等 式 
人 EAB< LCAB= 人 EBA 保证 ) 所 以 的 这 种 取 法 是 可 能 
的 。 义 在 EC (或 它 的 延长 线 ) 上 作 EG， 使 8G = BD。 我 们 
要 证 明 G 确实 位 于 C 和 上 之 间 ， 因 为 人 EFG 和 和 EBD 寻 竺 ， 
于 是 我 们 知道 人 ABC 的 面积 大 于 和信 4BD 的 面积 。 为 证 C 位 
于 CC 和 上 之 间 ， 我 们 首先 注意 
FG=BD (AEFGS=AEBD) 
和 AC +BC=AD+BD (由 假设 )， 
我 们 现在 看 出 
AC+BC=AF+FD+FG= AF+BG+FG 
=AF+BC+CG+FG 
或 AC= AF+CG+FG, 
式 中 正 负 号 取决 于 @G 是 位 于 已 和 C 之 间 还 是 在 C 之 外 。 而 
AC=AF+CG+FG 
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是 不 可 能 的 ， 因 为 直线 距离 是 两 点 间 的 最 短 距离 ， 所 以 ，G 


位 于 五 和 C 之 间 。 
设 了 7(XYZ) 表 示 三 角形 XYZ 的 而 积 。 则 
T(ABC) 


=T(ABE) + T(EFG)Y + [TCAFG) + TCACG)] 

=[TCABE) +T(BDE)]+[T(AFG) +T(ACG)] 

=T(ABD) +iT(AFG) + T(ACG)]. 
从 而 ， T(ABC)>T(ABD). | 

在 我 们 进行 定理 10 A 的 第 二 个 证 明之 前 ， 我 们 要 约定 一 
些 记号 ， 并 回忆 平面 几何 中 的 一 个 定理 。 我 们 永远 约定 ， 若 
ABC 是 三 角形 ， 则 4 ,2 ,6 表示 它 的 边 长 ， 即 

a=BC, b=AC, ce=AB., 

还 约定 P 是 它 的 周 长 ， 了 TT 是 它 的 面积 ，。 

我 们 要 回忆 的 定理 属于 赫 伦 (Heron). 

赫 伦 定理 ”对 任何 三 角形 4BC， 

16T?=[(a+b)? ~— cfe? ~ (a—b)’] (7) 

和 1672=PGPF-2a)CP-20)(P-2c)。 《7 ) 


证 明 设 h 表 示 高 AD 


的 长 度 ( 见 图 2.3)， 丸 设 e = 个 
DC，、 则 h 
0c2— (a—e)?=h? B i C 
一 2 一 62。 
因此 ， C2 一 0 十 206 =b?; 
或 ， 因 为 4 太 0， 所 以 
e = +b?—c2], 
三 角形 的 面积 是 底 与 高 的 长 度 乘 积 的 一 守 。 利 用 这 个 定 
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理 及 如 的 值 是 bp?-e?， 我 们 求 出 
2T = ak, 
472= a?h? =a?(b? 一 62) 
二 oj 呈 一 i (a? +b2—c2)? | 
167T? 二 da2b? 一 (a? +b2 一 0272 
=[2ab +(a2 +b?:—c?))] 
[2ab— (a? +b2—c2)] 
=L(a +b)? -cLe? -Ca—b)?], 
这 就 证 明了 公式 (7)。 因 为 右 端 每 个 因子 都 是 平方 差 , 它 
可 进一步 分 解 因 式 并 写成 形式 
(arb+cea tb~-ce) C+ta-b)(le -a+b), 
如 果 我 们 现在 用 PP 来 代替 4a+b+c， 就 可 看 出 能 把 (7) 与 成 
(‘7’). | 
也 许 你 们 更 熟悉 定理 的 不 甚 方便 的 形式 


T=[sCs—a) Cs—b) (s— 01, 

其 中 s=P/2。 这 是 把 (7’) 的 两 端 除 以 4 ,再 把 所 得 等 式 的 两 
端 开平 方 根 而 得 ， 定 理 10A 的 第 二 个 证 明 以 (7) 为 基础 。 

定理 10A 的 证 明 2 考查 (7) 式 ， 我 们 注意 到 167? 是 两 
个 因子 的 乘积 。 如 果 P 和 c 固定 ， 则 &+5b 也 就 固定 了 ; 因 
此 ， 头 一 个 因子 就 是 固定 的 ， 所 以 ， 如 果 第 二 个 因子 增 大 ，， 
乘积 16T? 也 增 大 。 如 果 4 -5 三 小 就 是 这 种 情形 ,而 当 4 -b=0 
时 ， 第 二 个 因子 最 大 ， 所 以 ， 当 4 =b 时 ，T 最 大 。 | | 

练习 。 利 用 定理 10 4 两 个 证 明之 一 中 所 用 的 推理 来 证 明 
定理 10A '。 

问题 9 。 利 用 定理 10B 给 出 定理 10 A 的 第 三 个 证 明 ， 

提示 “看 下 面 定 埋 10A 蕴涵 定理 10B 的 汪 明 。 
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赫 伦 公式 也 可 以 用 来 证 明定 理 10B 。 

定理 108 的 证 明 ”因为 按照 假设 c 是 固定 的 ,因而 当 4 +b 
最 小 时 ， 了 最 小 。 但 是 因为 按照 假设 工 也 是 固定 的 ， 于 是 
《7) 中 两 个 因子 [Ca +b)? 一 cI 和 [ec? 一 《a 一 5b) 的 乘积 16T? 是 
常数 。 所 以 ， 当 第 二 个 因子 最 大 时 ， 第 一 个 因子 最 小 ， 但 当 
a +b 最 小 时 ， 赫 伦 公式 (7) 中 第 一 个 因子 最 小 。 因 此 , 当 第 二 
个 因子 最 大 时 ， 即 当 & -5= 0 或 4=b 时 ，a +5b 最 小 ， | 

定理 108B 的 另 一 个 与 上 面 的 证 明 独 立 的 证 明 包 含 在 第 三 
章 3.3 节 末尾 的 证 明 中 ， 

容易 证 明定 理 10A 和 10B 是 等 价 的 。 我们 将 给 出 第 一 个 
定理 蕴涵 着 第 二 个 定理 这 个 事实 的 完整 的 证 明 ， 它 的 逆 命 题 
是 问题 9 。 

定理 10A 蕴 酒 定 理 10B 的 证 明 ” 设 入 1 是 面积 为 了 , 周 长 
为 P 的 任 一 三 角形 。 假 设 入 | 是 与 A 有 相同 底 边 和 面积 的 等 
盯 三 角形 时 ， 和 多 号 成 立 。 

假设 入 ,是 与 人 有 相同 底 边 的 等 腰 三 角形 ， 周 长 为 P， 面 
积 为 T。，， 定 理 10A 保 证 

T,.>T, 

因为 人， 和 A 人 :* 同 底 义 同 为 等 腰 三 角形 ， 这 草 调 着 人 ,的 周 长 书 
《因此 人 入 的 周 长 ) 大 于 P,。|】 

容易 用 一 个 例子 来 说 明 以 上 的 证 昌 。 设 入 是 边 长 为 3,4， 
5 个 单位 的 直角 三 角形 。 则 工 =6， 而 已 =12( 见 图 2.4)。 

设 BC 是 人 的 底 边 。 于 是 ， 与 人 同 底 同 面积 的 等 硕 二 角 
形 人 ,的 两 腰 各 长 13， 周 长 P, =4+2w13。 显 然 13<4 


外 有 时 ， 用 符号 “A? 来 代 志 特定 的 三 角形 更 好 些 。 本 网 就 是 这 种 情 
形 ， 
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所 以 

P,=4+2v13<4+2。4=12= 卫 。 
现在 与 人 A 同 底 等 对 的 等 腰 三 角形 人 :的 大 长 是 4( 事 实 上 ， 
人 ;是 等 边 三 角形 )，T，。= 4w 3 。 因 为 4w 3 >6， 因 此 和 预 
料 的 一 样 了 :> 了 ， 


A A 
| ] AN 
B C 8 二 C 8 C 
人 Ai Pa 


2.4 


现在 ， 自 然 会 问 ， 是 否 有 那 种 我 们 已 经 能 够 证 明 的 与 定 
理 10 紧 密 相 关 的 定理 呢 ? 在 你 继续 往 下 读 之 前 ， 请 先 试 着 想 
出 几 个 来 。 从 与 定理 10 的 联系 的 观点 来 看 ， 最 显然 的 一 个 定 
理 是 三 角形 的 等 周 定理 ， 即 

定理 11A ”在 具有 给 定 周 长 的 所 有 三 角 形 中 ， 等 边 三 角 
形 有 最 大 面积 。 

我 们 要 介绍 这 个 定理 的 三 个 证 明 ， 它 们 各 有 各 的 优点 。 
第 -个 证 明 本 质 上 是 定理 7 ( 见 第 18 页 ) 的 一 个 说 明 ， 因 此 ， 
它 赣 正 依 顿 于 算术 和 几何 平均 值 定理 。 第 二 个 证 明 较 长 ， 但 
它 阐明 了 数学 中 的 一 种 重要 方法 。 第 三 个 证 明 几 乎 和 第 一 个 
证 明 同 样 简短 ， 它 从 几何 上 反映 了 定理 7 的 证 明 中 的 代数 
作法 。 

证 明 1 设 AB8C 是 任 一 三 角形 。 因 为 P 是 固定 的 , 公式 
(7) 告诉 我 们 ， 当 CP-24)(P -2b)《P 一 2 167? 最 
大 。 由 定理 7， 当 P-24=P-2b=P-2c 时 ， 有 即 当 a=b=e 
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时 ， 达 到 这 个 最 大 值 ， 因 而 ， 等 边 三 角形 的 个 最 大 。 | 

证 明 2 ”这 个 证 明 属 于 西蒙 路 易 里 叶 ， 它 包含 逐次 如 
近 法 ， 由 于 即使 在 今天 ， 数 学 中 也 常常 使 用 这 个 方法 ， 所 
以 ， 很 值得 在 这 里 加 以 介绍 。 它 也 将 给 你 们 一 个 机 会 ， 使 你 
们 更 加 熟悉 极限 的 概念 。 

假设 A, 是 任 一 三 角形 ， 它 有 周 长 乙 和 面积 了 ,。 我 们 还 
约定 Al 不 是 等 边 三 角形 ， 否 则 就 无 须 讨 论 了 。 我 们 要 证 明 ， 
如 果 人 是 面积 为 了 ， 周 长 为 已 的 等 边 三 角形 ， 则 了 >>Ti。 为 
此 ， 我 们 要 构 作 三 角形 的 无 穷 序列 

Ai, Az ,An 

其 中 每 个 三 角形 的 周 长 都 是 已 ， 而 后 一 个 三 角形 的 面积 又 比 
前 一 个 三 角形 的 面积 更 大 。 随 着 7 越 变 越 大 ， 三 角形 入; 将 
变 得 越 来 越 象 等 边 三 角形 ， 而 它们 的 面积 将 趋向 人 的 面积 ， 
以 后 我 们 要 更 加 确切 地 说 明 这 一 点 ， 

现在 ， 我 们 定义 序列 {人 a}。 序 列 中 的 第 一 个 三 角形 是 
和 1。 假设 它 的 底 边 长 度 是 b， 另 外 两 边 的 长 度 是 4a1 和 4as， 设 
Ss1=41+4s。 序 列 中 的 第 二 个 三 角形 是 底 长 为 5, 腰 长 为 $1/2 
的 等 腰 三 角形 人 2。。 设 s2=b+s1/2。 序 列 中 的 第 三 个 三 角形 
.是 庭 长 为 s,/2， 腰 长 为 s2/2 的 等 腰 三 角形 人 83。 当 n 之 3， 在 已 
经 作 好 等 腰 三 角形 和信 n 之 后 ， 我 们 取 sn = (sn_。 +sn-1)/2， 莽 
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作 以 sw_V2 为 底 长 ， 以 say2 为 腰 长 的 等 肤 三 角形 人 ,,。 无 限 
继续 这 个 步骤 。 因 为 在 我 们 每 一 步 作 法 中 ， 新 三 角形 有 一 边 
和 它 前 一 个 三 角形 的 一 边 长 度 相 同 ， 而 另外 两 边 长 度 之 和 保 
持 不 变 ， 所 以 已 作出 的 序列 中 的 每 个 三 角形 的 周 长 都 是 P， 

由 于 我 们 已 经 给 出 了 定理 的 一 个 征明， 因此 我 们 知道 问 
题 的 解 存 在 。 现在， 我 们 必须 回答 的 问题 是 ， 在 基 种 合理 的 
意义 下 ， 以 尸 为 周 长 的 等 边 三 角形 是 序列 { 人 ,} 的 极限 ,这 完 
葛 对 不 对 ? 我 们 试图 有 力 地 证 实 肯 定 的 回答 。 读 者 绝 不 能 轻 
易 地 排除 序列 {和信 %} 可 以 没有 极限 的 可 能 性 、 在 考 虑 过 更 多 
的 例子 以 后 ,我们 将 在 2.4 节 中 讨论 这 类 可 能 发 生 的 事情 。 

考虑 三 角形 人 ,的 面积 和 周 长 。 设 7 是 人 "的 面积 。 因 为 
An 和 和 An:i 都 有 一 边 的 长 度 是 s*_/2， 又 有 相同 的 周 长 ,从 定 
理 10A 可 得 ，7T，。1>>T， 对 每 个 ?成 立 。 

还 有 ,我 们 的 三 角形 变 得 越 来 越 接 近 等 边 三 角形 .为 证 明 
这 一 点 ,注意 对 每 个 ? ,三 角形 人 ,有 两 边 长 为 sn-_1/2 而 第 三 
边 长 为 ss_z/2。 我 们 可 用 一 对 不 相符 的 边 的 长 床 之 差 (sn_1 ~ 
Sn-2)/2 来 测量 第 nn 个 三 角形 与 等 边 三 角形 的 偏差 有 多 大 . 
从 下 面 的 计算 可 以 看 出 这 些 差 随 ” 增 大 而 变 小 ， 而 且 事实 上 
趋 于 零 。 


1 1 1 
S37 S23 Sto)~ 52= Fs - $2) 
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= 2 一 二 s， 


1 1 
Se 一 Sn = (z Sn 一 2 to Sal ) Sn-l 
~ (C— 1) "22~ (Nn—2) € 一 pe )， 


1 1 
Sn+1™ Sn= Sn—l t+ sn) 一 Sm 


一 (— 1) "12~ (nD (2-z5) 


现在 请 允许 我 在 余下 的 证 明 中 求助 于 你 们 的 常识 和 站 

观 。 差 s441 - sa* 的 上 述 估 计 保 证 了 
lim(sn41 ~ 8n) = 0。 
这 个 式 子 读 作 “ 着 (sn41 一 ss) 当 n 变 为 无 和 大 时 的 极限 是 
等 。” 我 们 定义 这 个 式 子 的 确切 含义 是 ， 给 定 一 个 正 数 e( 任 
何 一 个 ， 无 论 大 小 )， 就 能 求 得 一 个 正 整 数 N ,使 得 对 所 有 上 比 
性 大 的 整数 上 ， 有 
[snr -sj<e。 (8) 

重要 的 是 ， 注 意 总 是 先 固定 。， 然 后 去 寻找 入 。 注 意 到 
| 


|snr1— Sn| = i? 


又 因 上 一 s1/2| 是 固定 的 ， 所 以 ， 如 果 了 nn 取得 足 贸 大 ,有 问 项 
将 变 得 象 我 们 要 求 的 那样 小 ， 这 就 证 实 了 (8)。 因 为 每 个 三 
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角形 入 n 有 周 长 P， 利 几 (8) 可 证 
lims， = 2p 和 lim 了 ,= 了 。 (9) 
ne 了 Re 


( 技 照 定义 ，lim Tw = 了 总 好， 储 给 正 数 。， 能 求 得 下 整数 
AN， 使 得 对 所 有 大 于 六 的 整数 m， 有 ITn-7|<s， ) 包含 
在 (9) 式 中 的 结论 能 用 (8) 严 格 证 明 ， 不 过 ， 这 样 的 证 明 属于 
极限 论 ， 它 超出 了 我 们 研究 的 范围 。 最 后 ,由 于 了 > 了 
显然 对 任何 n， 有 TT 这 Ts。 特别 地 ，7>T,。 | 

定理 11 人 A 的 第 三 个 证 明 属于 雅 各 布 斯坦 纳 。 他 借助 一 
个 巧妙 的 儿 何 作 图 法 ， 灵 巧 地 通 避 了 使 用 路 易 里 寻 所 用 的 逐 
次 还 近 法 ，。 

证 明 5 考虑 周 长 为 P， 面 积 为 人 站， 边 长 为 4,b,e 的 任 
一 三 角形 入 !， 其 中 4 实 b 宇 ?， 所 以 P/3 宇 ec。 为 了 简化 证 明 ， 
我 们 假设 。 比 a 更 接近 P/3， 霸 且 倒 


-PP_ ,> 
= 可 0 


代替 前 一 证 明 中 所作 的 等 腰 三 角形 As， 我 们 现在 作 一 个 多 
边 为 睛 ， 另 两 边 长 为 P/3 和 <- 的 三 角 彤 人: ( 见 图 2.6》 
把 它 的 面积 称 为 Ta( 你 应 当 自 己 用 尺子 和 加 规 作出 这 个 图 
形 。) 因为 


P P 
(a—h)+ 可 = 4 +( 林 -如 =a+o 


所 以 人 ;也 有 周 长 P。 其 次 ,我 们 注意 人 1 的 两 边 和。 长 度 
之 差 大 于 As 的 两 边 长 度 之 差 ， 即 


a-e>(a- 有 -他 
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因为 从 不 等 式 


可 推出 
aoe>a- (+h) (eh) -3 


可 见 这 是 对 和 的。 现在 我 们 把 定理 10A'《 见 第 29 页 ) 用 于 三 角 
形 A, 和 人 A:， 得 到 结论 7 >7T,， 


了 会 
b 
和， 和 
图 2.6 
接着 我 们 再 作 底 为 C/3， 两 腰 各 长 
1TrP 
下 可 +8+e| 


的 等 用 三 角形 人 。 由 于 这 个 数 就 是 P/3， 因 此 三 角形 人 是 等 
边 的 :由 定理 104， 它 的 面积 大 于 了。 因此 了 > 六 。 如 果 


se 
cl 


be wl 


a LP ,, 
3~、3 
可 进行 类 似 的 论证 。 
与 定理 11A 相对 应 的 定理 是 
定理 11 B 在 具有 给 定 面积 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 角 
形 有 最 小 周 长 。 
问题 10。 证 明定 理 11A 和 B 是 等 价 的 。 
问题 11. 用 赫 伦 公式 (7 ) 证 明定 理 11 B。 
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问题 12。 在 外 切 于 给 定 圆 的 所 有 三 角形 中 ， 哪 一 个 有 
最 小 面积 ? 哪 一 个 有 最 小 周 长 ? 证 明 你 的 猜测 。 

提示 “利用 证 明定 理 10A 和 10B 等 价 的 方法 。 

问题 13。 在 内 接 于 给 定 圆 的 所 有 三 角 形 中 ， 哪 一 个 有 
最 大 面积 ? 哪 一 个 有 最 大 阁 长 ? 他 证 明 你 的 猜测 。 

问题 14。 在 有 给 定 周 长 (或 面积 ) 的 所 有 三 角形 中 ， 哪 
一 个 有 最 小 的 外 接 圆 ? 证 明 你 的 断 芽 .。 

提示 ”利用 问题 13 的 结果 ， 


现在 该 是 注意 (你 可 能 已 经 注意 到 了 ) 等 周 定理 成 对 出 现 
的 事实 的 时 候 了 。 定 理 9 ,10,11 就 是 这 个 现象 的 例子 。 情 况 
是 这 样 的 ， 假 设 C 是 一 类 平面 图 形 ， 对 于 它 ， 下 述 的 等 周 定 
理 成 立 : 本 

《 米 ) 在 C 类 里 周 长 为 已 的 所 有 图 形 中 ，“ x x 形 ”有 
最 大 面积 。 

进一步 假设 所 有 的 “x x 有形 ”是 相似 的 ， 则 以 下 的 说 法 
起 是 一 个 定理 ， 

《 米 米 》 在 C 类 里 面积 为 4 的 所 有 图 形 中 , “x x 形 ” 有 
最 小 周 长 。 : 

”一 作为 一 个 例子 ， 设 C 是 所 有 三 角形 的 类 ， 又 设 “x x 形 ” 
是 等 边 三 角形 ， 则 ( 米 ) 给 出 定理 11A4，( 米 米 ) 给 出 定理 11B。 
因为 它们 是 等 价 的 ， 所 以 这 两 个 命题 称 汶 对偶 定理 。 我 们 已 
经 注意 到 了 等 周 问题 的 理论 包含 对 偶 性 ; 也 就 是 说 ， 等 周 定 
理 以 等 价 的 一 对 的 形式 出 现 。 

《 米 ) 和 ( 米 米 ) 的 等 价 性 可 用 上 面 多 次 用 过 移 方法 来 证 


@ 尽管 这 个 结 振 是 相当 明显 的 ， 但 给 出 一 个 严格 的 补 等 证 明 却 很 礁 。 
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明 。 例 如 ， 为 证 明 从 (《 米 ) 可 推出 ( 米 米 )， 我 们 假设 《 米 ) 成 立 
并 证 明 ( 米 米 )。 设 是 C 中 面积 为 4， 周 长 为 P 的 任 一 图 
形 ， 设 B, 是 C 中 面积 为 4， 周 长 为 Pi 的 “x x 形 ”又 设 
8B。 是 C 中 面积 为 4,， 周 长 为 P 的 “x x 形 ”。 我 们 将 要 证 
明 了 之 Pl。 按 ( 米 )，A4, 之 A4。 由 于 所 有 的 “x x 形 ”相似 ， 
又 因 有 的 面积 超过 B, 的 面积 ， 因 此 已 的 周 长 超过 肠 的 
周 长 。 所 以 了 >Pi。 | 同样 容易 证 明 ( 洲 米 ) 蕴 池 着 ( 米 )。 


2.5 多 边 形 的 等 周 定理 

我 们 下 面 把 注意 力 转向 四 边 形 和 一 般 的 多 边 形 。 为 简单 
起 见 ， 我 们 把 条 边 的 多 边 形 称 为 n 边 形 。 正 nn 边 形 是 有 相 
等 的 边 和 相等 的 角 的 n 边 形 ， 自 然 要 问 ， 在 给 定 周 长 的 所 有 
n 边 形 中 ， 哪 一 个 的 而 积 最 大 ? 猜想 正 7 边 形 就 是 这 样 的 n 
边 形 是 合情合理 的 。 可 是 ， 证 实 这 个 猜测 与 证 明 等 周 定理 原 
来 是 同样 困难 的 事情 。 所 以 ， 在 考察 它 之 前 ;我 们 将 要 考虑 
一 些 简单 的 问题 ， 例 如 ， 在 内 接 于 -个 给 定 加 周 的 所 有 边 
形 (n 国定 ) 中 ， 哪 - -个 的 面积 最 大 ”由 于 匀称 的 缚 履 ， 我 
们 可 以 猜想 正 ” 边 形 仍然 是 这 样 的 ” 边 形 .( 是 不 是 与 不 存在 
比 任何 其 它 正 多 边 形 边 数 更 多 的 正 多 边 形 一 样 ， 也 不 可 能 有 
内 接 于 给 定 圆周 的 面积 最 大 的 ” 边 形 呢 ? 直观 告诉 我 们 ， 事 
情 并 非 如 此 ， 这 次 直观 确实 是 对 的 。) 启 然 已 经 猿 出 了 答案 ， 
我 们 现在 要 来 证明 它 。 为 此 ， 我 们 要 用 定理 11A 第 三 个 证 明 
中 所 给 出 的 斯 坦 纳 的 方法 。 

定理 12 在 内 接 于 给 定 辕 周 的 所 有 n 边 形 中 ， 正 n 边 形 
的 面积 最 大 。 

证 明 首先 ， 我 们 注意 第 四 章 问题 13 的 解答 给 出 了 当 
n= 3 时 定理 的 证 明 ， 因 此 ， 在 定理 12 余 下 的 证 明 中 ， 我 们 候 
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设 n 大 于 3。 共 次 ， 应 当 强 调 的 是 ， 内 接 于 一 个 贺 的 种 种 n 
边 形 邹 有 不 同 的 面积 也 有 不 同 的 周 长 。 
设 R 是 内 接 于 什 径 为 r 的 给 定夺 8 的 正 1 边 形 , 用 s 表 


-~ 


No 
人 
(a) (b) 
图 2.7 


示 有 R 每 一 边 的 长 度 ， 用 8 表示 每 -条 对 弧 的 长 度 〈 见 图 2.7 
(a))。 因 为 C 有 圆周 长 2rr， 


设 G 是 办 接 于 8 的 任 一 n 边 形 ， 如 果 Q 的 中 心 不 在 G 夫 
( 见 图 2.7(b)) ,由 于 这 时 G 在 一 个 中 圆 之 中 ,于 是 G 的 面积 显 
然 小 于 xr2/2. 但 是 计算 表明 正 ” 边 形 (n" 之 3) 的 面积 比 它 的 外 
接 圆 面 积 的 一 中 要 大 。 因 而 ， 如 果 Q@ 的 中 心 不 在 G 内 ， 则 定 
理 成 立 。 今 后 我 们 假设 Q 的 中 心 在 G 内 。 

余下 的 这 部 分 证 明 包 含 很 多 的 细节 ， 在 你 们 去 钻研 它们 
之 前 ， 阅 读 和 思考 定理 的 证 明 时 ， 可 以 不 必 注 意 这 些 细 节 ， 
但 是 ， 要 注意 推理 的 主要 步骤 ， 工 要 使 你 自己 信服 ， 如 果 这 
些 步骤 是 对 的 ， 就 得 到 了 要 证 的 结论 。 主 要 步骤 是 以 下 三 
步 ， 

《 1 ) 作 图 法 1 一 一 作 一 个 与 G 有 相同 的 边 长 和 相同 面 
积 ， 但 它 的 最 长 边 与 最 短 边 相 邻 ， 并 且 内 接 于 8 的 n 边 形 G， 
的 方法 。 
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( 2 ) 作 图 法 2 一 一 作 一 个 比 @G 至 少 多 一 条 长 度 为 s 的 
边 ， 面 积 比 G 和 G, 大 ， 莽 且 内 接 于 @ 的 边 形 G4 的 方法 ， 

(〈 3 ) 一 次 又 一 浆 地 重复 这 些 作 图 法 ， 

我 们 用 4i 表示 G 的 边 长 ， 用 ai 表示 对 应 的 对 弧 的 长 度 ， 
如 果 G 不 是 正 多 边 形 ， 则 它 至 少 有 一 边 长 度 小 于 s ， 工 且 至 
少 有 一 边 长 谋 大 于 s 。 央 为 ， 如 果 

ai<s (1=1 2 ,7), 
则 至 少 对 一 个 i ，ai<s， 上 比如 说 ai<s， 否 则 G 就 是 正 多 边 
形 了 。 但 车 
a<s 由 ai (1=2,3,°%,n), 
S 


和.8 
个 
和 a 二 ss (i=2,3," ,7n), 


一 个 个 个 
QI+a +…w+an< ns 三 2Trr。 


但 是 01 +42 +4 = 2xr( 是 @ 的 圆周 )。 所 以 ， 不 可 能 对 
从 1 到 1 的 每 个 i ，ai<s。 类 似 地 ， 也 不 可 能 对 从 1 到 
的 每 个 1 ，4 志 3。 

作 图 法 1 。 假设 G 的 最 长 边 的 长 度 是 on 而 最 短 边 的 长 
度 是 mi(ai<s<an)。 利 用 单纯 重 排 G 的 边 的 次 序 而 使 最 长 
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边 和 最 短 边 相 邻 的 办 法 ， 我 们 可 作 一 个 新 的 7 边 形 G1 ( 见 图 
2.8), 

因为 每 个 n 边 形 的 面积 都 等 于 三 去 同样 一 些小 块 《图 
2.8 中 由 豆 及 其 对 绝 围 成 的 区 域 ) 的 面积 ， 显 然 这 样 作出 的 71 
边 形 G, 和 G 有 相同 的 面积 。 

我 们 接着 作 另 一 个 也 内 接 于 Q 的 n 边 形 G1， 并 使 G1 的 
面积 比 4 大 ， 因 而 也 比 C 更 大 。 


图 2.9 


作 图 法 2 . 考虑 4 和 an 所 对 的 强 AB 和 BC。 我 们 记 
得 ai<< s 利 a>> s ， 我 们 把 图 2.9 看 成 是 图 2.8 中 所 见 的 G, 的 
一 部 分 的 放大 图 解 ， 保持 4 和 C 固定 ， 沿 弧 移 动 B 到 点 B' 
使 得 4B8’ = s、 作 nt 边 形 Gi， 除了 用 B’ 代替 8 作为 顶点 之 
外 ， 它 与 7 边 形 避 是 一 样 的 ， 

考虑 三 角形 4BC 和 4B'C。 现 在 ， 我 们 想 用 “证 明 ” 
B' 处 的 高 比 B 处 的 高 更 长 的 办 法 ， 使 得 和 人 4B 人 C 的 面积 上 比 
人 和信 4BC 的 面积 更 大 这 件 事 看 来 似乎 有 理 。 相 从 高 将 随 着 8B 
点 接近 ABC 的 中 点 以 而 增 大 是 合理 的 ， 所 以 我 们 仅 限于 表 
明 已/ 上 比 刁 更 接近 M， 或 B， FM BM. 
因为 Ci < s an > 5 3 ， ;全 、 
4; = 和 +k, hkh>0, 大 >>0， 
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但 AM = (人 + 4n), 


所 以 
一 一、 ~、 1 一 一 全 1 一 ”一 
PNM=A4MN- AB=, (a thn) -0 = 3 (0-41) 


. 
4 


= +k + hy) = +h)， 和 


叉 PM=|IAM -AB|= I + -2 | 
= | ht s +k-2s|=—|k-h| 


由 于 和 天 是 正 数 ，| -站 <K+H。 所 以 ， 如 前 所 述 
FF 他 一 8 他 

现在 ， 你 可 以 相信 人 AB'C 比 A4BC 有 更 长 的 高 ， 因 而 它 
有 较 大 的 面积 了 ， 不 过 ， 你 应 当 认 识 到 我 们 的 证 明 并 不 是 很 
细致 的 。 利 用 |4-c| 之 1CB8'-s| 的 事实 和 下 述 定 理 可 以 给 
出 一 个 严格 的 证 明 ， 在 立 于 同 底 (4C) 上 莽 有 相同 顶 角 (等 于 
44BC) 的 两 个 三 角形 中 ， 其 它 两 边 长 度 之 差 较 小 的 三 角形 
有 较 长 的 高 和 较 大 的 面积 。( 这 个 定理 的 证 明 包含 了 第 4 章 中 
所 介绍 的 问题 13 的 解答 中 的 些 步 又 ， 而 其 余 步 又 需要 修 
改 。) 

:现在 我 们 有 了 内 接 于 Q 的 一 个 4 边 形 G'( 有 顶点 4， 
B,C 等 )， 它 比 G 面积 大 ， 比 G 有 更 多 的 边 〈 至 少 多 一 边 ) 
长 度 是 s 。 因 为 A457C 的 面积 超过 A4B5C， 而 G1 和 G: 除 
沿 AB 和 BC 以 及 AB’ 和 B’'C 外 重合 ， 因 此 G 的 面积 超 
过 Gi 的 面积 。 如 果 G1 是 正 n 边 形 ， 则 已 经 证 完 ， 如 果 还 不 
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是 ， 则 可 以 重复 上 面 的 作 图 法 。 总 共 最 多 应 用 n 一 1 次 之 后 ， 
我 们 就 得 到 一 个 内 接 于 给 定 圆 的 还 n 边 形 ， 它 比 G 有 更 大 
的 面积 。 | 四 

还 能 给 出 四 边 形 的 等 周 定理 的 一 个 初等 证 明 (初等 证 明 
未 必 就 是 简短 和 容易 的 证 明 一 一 初等 证 明 只 是 不 包含 深奥 的 
高 等 数学 而 已 ) 。 

定理 15 ”在 具有 给 定 面积 的 所 有 四 边 形 中 ， 正 方形 有 最 
小 周 长 。 

首先 证 明 对 偶 定理 一 一 在 具有 给 定 周 长 的 所 有 四 边 形 
中 ， 正 方形 有 最 大 面积 一 “比较 容易， 然后 化 归 要 求 的 结 


图 2.10 


证 明 我 们 首先 推导 用 四 边 形 的 边 长 和 两 个 对 角 来 大 
示 它 的 面积 的 公式 ， 设 四 边 形 的 边 长 依次 是 4,b,c 和 4， 
面积 是 全 ， 周 长 是 P。 假 设 前 两 边 的 夹 角 是 a， 其 余 两 边 的 
夹 角 是 8。 设 1 是 “ 隔 开 ”a 和 有 角 的 对 角 线 的 长 度 。 于 是 ， 
因为 三 角形 ADF 在 DD 点 的 高 是 bsina， 三 角形 DBF | 
点 的 高 是 |4sin8| (其 中 当 Y<p<2r 时 sin1 为 负 见 
2.10)， 
所 以 2T = ab sin a + od sin pb,, 
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由 此 可 得 . 
47T = 92ab sina +290cd sin 有 
和 1672 = 4a2b2 sin? a + 8abcd sin a sin 有 +4c2d2sin26 


由 余 蓄 定理 知 

a? +b2— 2abcosa=/f?=0?+d?- 2cdcosph 
或 az +b2—c?—d?=9abcosa— 2cd cos1 
和 


(az + b?— cc? d2)? | 
= da?bicos?a ~ 8abed cos a cosh + 4c2d2cos26 
把 167? 和 (a? + 一 0? 一 d?)? 相 加 ， 我 们 就 得 到 公式 
167T? + (a? + 有 2 一 C2 一 人 2)2= 4a2b2(sin’a +cos?a) 
+4c2d2(sin26 + cos?B) - 8abcd(cosacosh — sinasinp). 
但 是 对 任何 x 和 y 有 
Sin2x + costx 一 1 


和 cos(X +Y)= cosxcosy — sinxsiny. 


因此 
16T? + (Ca? +1? 0? d2)? . 
= da2b? + 4c2d? ~ gabcd cos(a + PB), (10) 


如 果 我 们 暂时 假设 4,b,c< 和 《4 辕 定 ， 则 从 (10) 可 见 当 
coska + 月) 最 小时， 即 当 cosla + 有 5) = -1 时 ， 个 最大。 因此 ， 
当 %+ 有 = 时， 了 最 大 。 如果 a +B= . 和 

7， 我 们 可 考虑 边 长 为 4,b,c 和 4 的 四 
边 形 内 接 于 一 个 加 ( 见 图 2.11); 例 
如 ， 考 虚 由 顶点 4 ,8 和 C 决定 的 圆 ， 
对 于 一 切 在 加 上 而 不 在 弧 4BC 上 的 
点 品 ，4a+6=x。 如 果品 在 圆 内 ， 则 
a+p>ri 如 果 DD 在 圆 外 , 则 a +B<n 
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(我 们 假设 书 不 在 4BC 1[:)。 于 是 我 们 已 经 还 明了 : 

定理 14 ” 当 边 长 给 定 的 四 边 形 能 够 内 接 于 一 个 圆 时 有 最 
大 面积 。 

还 需 完成 定理 13 的 对 偶 定理 的 证 明 ， 也 就 是 说 ;还 需 
证 明 ， 在 具有 给 定 周 长 P， 其 对 角 和 为 x 的 所 有 四 边 形 中 ， 
正方 形 有 最 大 面积 。 现 在 ， 虽 然 我 们 保持 了 不 变 以 及 a + 的 
和 和 铬 于 zn， 但 我 们 允许 四 边 形 的 边 长 变化 ， 当 然 ， 这 意味 着 
也 允许 外 接 加 的 什 径 变化 。 当 Qa+B=n 时 cos(a+P)= 一 1， 
我 们 可 把 方程 (10) 改 写成 如 下 形式 

1672= 4(a2b2 + co2d2) + 8abcd — (a?2 + b?2— 0?—d2)? 

= 4(ab +0d)?— (a? +b?—o?—d2)? 
. = [2(ab +cd) + (a? +b?- 02-d:)] 
x[2(4b +cd) ~ (a? +.b?— od2)] 
=[Ca +6)? ~ C0-—d)?]Ce +d)? -Cab)] 
=[a+tb+t+cec-d][la+b-c+d] 
xic+d+a-bi[ec1+d-a+b] 
或 167?=(P-2a)(P -2b)(P -20 (CP -24). (1) 
这 个 结果 应 当 使 我 们 马上 想起 赫 舍 公式 并 且 强 烈 地 启发 我 们 
应 用 算术 和 几何 平均 值 定 理 ( 定 理 8 )。 我 们 这 样 做 了 以 后 ， 
就 得 出 不 等 式 
[CP-2a)CP~-2b) CP-2c) CP— 24) 1 “ 
PP-220+P-2+P-2c+P-2d 


4 
P 
或 2T1 5 
如 果 P-2aa=P-2b=P-2c=P-2d, 


也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 4=b=c=4 时 ， 每 号 成 立 。 于是， 如 
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et 


果 我 们 冉 定 已 ， 则 当 内 接 四 边 形 是 正方 形 时 ， 个 最 大 。 所 有 
的 正方 形 是 相似 的 ， 所 以 根据 对 偶 性 ， 如 果 我 们 固定 下， 则 
当 四 边 形 是 正方 形 时 ， 己 最小。 . 

在 1.2 节 中 ,我 们 便 把 定理 8 用 来 证 明 在 具有 给 定 表面 积 
的 所 有 三 维 盒子 巾 ,立方 体 的 体积 最 大 。 对 偶 定 理 是 :在 具有 
给 定 体积 的 以 矩形 为 底面 的 所 有 册 棱 柱 中 ， 立 方 体 的 表面 积 
最 小 。 利 用 它 与 定理 13， 我 们 能 够 证 明 一 个 有 关 四 边 形 楼 杜 
的 更 一 般 的 命题 。 四 边 形 楼 柱 定义 如 下 : 设 8 和 Q’ 是 位 于 
两 张 相 蜡 的 平行 平面 上 的 两 个 全 等 四 边 形 ， 又 假设 和 8@/ 
的 对 应 边 平 行 。 四 边 形 楼 柱 就 是 由 Q 和 Q' 以 及 连接 Q 和 Q@Q“ 
的 对 应 点 的 所 有 直线 段 构成 的 立体 。 如 果 这 些 站 线段 垂直 于 
Q 和 Q’ 的 平面 ， 则 称 该 楼 柱 为 起 枝 柱 。 否 则 称 它 为 斜 棱 
柱 。Q 和 Q/ 称 为 杰 柱 的 底面 ， 它 们 平面 间 的 距离 称 为 楼 柱 
的 高 。 楼 柱 的 体积 等 于 它 的 一 个 底面 的 面积 滋 以 它 的 高 。 

定理 15 ”在 具有 给 定 体积 的 所 有 四 边 形 楼 桂 中 ， 立 方 体 
的 表面 积 最 小 。 

证 明 设 给 定 表面 积 为 S 的 任 一 四 边 形 酰 柱 P。 无 论 我 
们 把 P 作 成 什么 样子 ， 总 保持 它 的 体积 V 不 变 。 证 明 有 三 个 
主要 步骤 ， 
( 1) 固定 了 的 底面 ， 我 们 把 它 变形 成 ~- 个 区 楼 柱 ( 见 图 
2.12)。 : 

(2 》 固 定 它 的 底面 积 4， 我 们 把 底面 为 四 边 形 的 让 楼 
柱 变形 ， 使 它 成 为 -- 个 底面 为 正方 形 的 将 楼 柱 ， 

(3 ) 最 后 ， 我 们 把 底面 为 正方 形 的 直 楼 柱 变 形 ， 使 它 
成 为 一 个 立方 体 。 

现在 ， 如 果 一 个 上 楼 柱 和 一 个 斜 楼 柱 有 公 共 底面 和 体 
积 ， 则 站 楼 柱 有 较 小 的 表面 积 。 这 之 所 以 对 ， 是 因为 两 个 楼 
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杜 有 相间 的 高 ， 比 如 说 是 4h， 但 因 上 曙 楼 柱 的 每 个 侧面 是 高 
为 的 矩形 ， 而 妊 楼 柱 对 应 的 侧面 却 是 与 矩形 有 相同 的 底 
边 ， 高 至 少 是 的 盏 行 四 边 形 ( 见 图 2.13)。 仪 当 给 定 的 楼 杜 
忆 已 经 是 直 楼 柱 时 ， 对 应 的 侧面 面积 过 成 对 地 相等 。 因 此 第 
《1) 步 不 能 增加 3 。 如 果 给 定 的 棱柱 也 不 是 直 楼 住 ， 则 第 
(1) 步 实际 上 将 减 小 >。 


给 定 的 梭 柱 宣 棱 柱 P， 
Or 
C Ny, 
B B’ 0 
-加 Ns 
立方 体 ， 有 正方 形 底面 的 直 棱柱 P* 
2.12 
在 第 (2 ) 步 中 由 于 直 栈 柱 的 底面 


人 一 了 了,。 积 和 高 都 保持 不 变 ， 又 由 于 直 楼 柱 侧 
A 卖 面积 等 于 它 的 高 乘 以 它 的 底面 的 周 
长 ， 第 ( 2 ) 步 仍然 不 能 二 大 S 就 是 定 
图 243 理 13 的 一 个 结果 。 除 非 直 棱 桂 的 底面 
是 正方 形 ， 第 (2) 步 的 结果 实际 上 

是 使 5 减 小 。 
最 后 ， 根 据 第 50 页 上 叙述 的 对 偶 定 理 ， 第 ( 3 ) 步 也 不 能 
增 大 S， 而 且 除非 底面 为 正方 形 的 村 楼 柱 已 经 是 一 个 立方 
体 ， 实 际 上 S$ 将 要 减 小 。 所 以 ， 除 非 P 是 一 个 立方 体 ， 否 
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则 ， 至 上 少 在 的 三 次 变形 的 某 一 步 中 ， 实 际 上 5S 要 减 小 ，| 

问题 15。 给 定 一 个 盒子 (把 长 方 体 去 掉 一 个 面 ) 的 五 个 
面 的 面积 之 和 ， 求 有 最 大 可 能 体积 的 盒子 ， 

问题 16。 一 个 盒子 的 围 长 是 它 的 宽 的 两 倍 加 上 它 的 高 
的 两 倍 。 在 围 长 与 另外 一 条 楼 的 长 度 之 和 不 超过 虐 寸 的 所 有 
盒子 中 ， 哪 一 个 有 最 大 的 体积 ? 

一 个 经 常 寄 邮 包 的 人 如 果 熟 悉 这 个 问题 的 解答 ， 他 就 会 
做 得 更 好 些 。 

问题 17。 给 定 一 个 盒子 的 楼 的 长 度 之 和 ,证 明 在 所 有 
这 种 盒子 中 ， 立 方 体 的 体积 和 表面 积 最 大 ， 

问题 18。 假设 在 体积 为 V 的 所 有 四 面 体 中 ， 存 在 表面 
积 最 小 的 四 面体 ， 证 明正 四 面体 就 是 这 个 四 面体 ， 

问题 19。 可 以 把 由 两 个 妈 等 的 正方 形 底 面 彼 此 重 闪 的 
校 锥 构成 的 入 面体 称 为 底面 为 正方 形 的 双 酰 锥 。 证 明 在 体积 
为 了 的 所 有 底面 为 正方 形 的 直 双 楼 锥 中 ， 正 八 面体 有 最 小 的 
表面 积 .把 定理 推广 到 所 有 底面 为 正方 形 的 双 楼 锥 的 类 上 去 ， 

我 们 已 经 评 明 了 对 于 三 角形 和 四 边 形 的 等 周 定理 ， 这 很 
可 能 会 促使 我 们 相信 ， 对 五 边 形 、 六 边 形 ， 基 至 一 般 地 ， 对 
多 边 形 也 能 够 证 明 对 应 的 定理 了 。 然 而 ， 遗 城 的 是 ， 如 果 不 
用 等 周 定理 本 身 或 它 的 等 价 定 怪 ， 似 乎 现在 还 是 不 行 的 。 

在 我 们 继续 进行 下 去 之 前 ， 仔 细 地 定义 什么 是 平面 多 这 
形 可 能 是 很 有 好 处 的 ， 一 个 平面 多 边 形 是 由 位 于 同一 平面 内 
的 有 限 条 直线 段 构成 的 图 形 .这 些 线段 称 为 多 边 形 的 边 ,而 它 
们 的 端点 称 为 多 边 形 的 顶点 。 一 个 平面 多 边 形 用 以 下 条 件 来 
定义 ， 每 个 顶点 必须 至 少 是 两 条 边 的 端点 ， 而 且 位 于 不 止 一 - 
边 上 的 点 只 能 是 项 点， 如 果 平 面 多 边 形 的 每 个 项 点 从 好 是 两 
条 边 的 端点 ， 则 这 个 平面 多 边 形 称 为 简单 符 面 多 边 形 ， 我 们 
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电 
本 


所 要 考察 的 多 边 形 都 是 简单 平面 多 边 形 。 我 们 将 继续 把 简单 
平面 多 边 形 简称 为 多 边 形 ， 一 个 多 边 形 之 内 的 区 域 称 为 它 的 
内 部 。 人 们 常 把 多 边 形 和 它 的 内 部 一 起 称 为 多 边 形 。 

定理 16 ”给 定 一 个 各 边 长 诬 不 至 相等 的 = 边 形 ， 则 必 能 
作出 一 个 与 它 有 相隔 周 长 ， 各 边 长 度 全 相等 ， 且 面积 更 大 的 
人 边 形 。 

下 面 给 出 这 个 定理 的 一 个 错误 的 证 明 ， 这 是 作者 构思 出 
来 的 ， 大 且 还 --- 度 被 它 给 旷 了 。 它 的 基础 是 定理 12。 请 仔细 
地 读 一 读 它 ， 产 且 看 看 你 们 是 不 是 能 发 现 什么 地 方 不 正确 或 
者 不 完整 ， 

证 明 设 给 定 的 n 边 形 G 有 周 长 P。 由 于 它 的 边 长 不 爹 
是 P/n， 它 必然 至 少 有 一 条 边 的 长 度 大 于 P/n， 有 一 条 边 的 
长 度 小 于 P/n。 我 们 的 第 一 个 任务 是 说 明 我 们 可 以 假设 这 两 
边 相 邻 。 在 我 们 这 样 做 过 之 后 ， 把 定理 12 的 证 明 稍 加 修改 ， 
就 能 完成 证 明了 。 

假设 G 有 一 对 不 相 邻 的 边 ， 其 中 一 条 比 P/n 长 ， 一 条 上 比 
P/n 短 。 那么 ， 必 然 存 在 (k 之 切 条 顺序 相 接 的 长 度 为 P/n 
的 边 ， 它 们 把 这 一 对 边 分 隔 开 。 设 短 边 是 4B， 长 边 是 XY， 
如 果 线 和 眉 AC 落 在 G 内 ， 我 们 以 AC 的 垂直 平分 线 作 镜面 来 
反射 三 角形 ABC， 从 而 得 到 一 个 新 的 n 边 形 4B’CD-…， 它 
与 G 有 相同 的 边 和 相等 的 面积 ( 见 图 2.14)。 如 果 4C 不 在 G 
内 ， 郑 么 我 们 首先 用 直线 4C 反射 三 角形 4BC， 而 得 到 一 个 
与 G 有 相同 的 边 但 面积 更 大 的 n 边 形 。，4C 将 落 在 新 的 4 边 
形 内 部 ， 现 在 我 们 再 和 前 面 一 样 ， 关 于 4C 的 垂直 在 分 线 作 
反射 。 其 次 我 们 用 8’,C， DD 分 别 扮演 和 ,8 ，C 的 角色 
重复 这 个 过 程 。 愉 好 经 过 奖 这 样 的 步骤 后 ， 我 们 将 得 出 一 
个 与 G 有 相同 的 边 ， 至 少 与 8 面积 相 竺 的 7 边 形 ， 而 且 它 有 
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一 对 邻 边 ， 其 中 一 条 比 P/n 短 ， 另 一 条 上 比 P/n 长 , 分别 把 
它们 称 为 48 和 BC。 我 们 可 以 假设 4C 在 半边 形 的 内 部 ， 


图 2.14 


现在 作 AB’C， 使 AB’ =P/n 以 及 
AB' +B'C= AB +BC, 
我 们 证 明和 信 AB'C 的 面积 T 大 于 人 A4BC 的 面积 了 。 
由 图 可 知 
AB’ +B'C=AB+BC 


-了 


以 及 AB<AB’ = 元 <BC. 
所 以 BC- AB>BC- AB’. 
此 外 ， 
B'C= AB+BC- AB’<AB+BC- AB=BC, 
最 后 ， BC_-4B>BC_-4B' BC_A4B'， . 


利用 赫 伦 公 式 ( 见 第 32 页 (7))， 我 们 得 出 

16T? = [CAB + BC)?— AC’] . [4C2- (BC - AB)Y. 
为 比较 了 和 了， 我 们 注意 对 两 个 三 角形 来 说 ， 第 一 个 因子 
是 一 样 的， 而 按 最 后 的 不 等 式 ， 三 角形 48/C 的 第 三 个 因子 
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上 比 三 角形 4BC 的 要 大 ， 因 而 个 /> 人 。 所 以 ， 边 形 AB'C.… 
的 面积 比 ” 边 形 ABC.… 的 面积 大 ， 根 据 作 图 法 ， 两 个 n 边 
形 有 相同 的 周 长 。 

如 果 重 复 这 个 论证 ， 最 多 n ~ 1 次 ， 我 们 就 得 到 了 一 个 周 
长 为 P， 各 边 至 相等 的 n 边 形 。 它 的 面积 比 G 的 面积 大 ，| 

这 个 “征明” 的 错误 出 
在 反射 这 一 步 。 例 如 ， 完 全 
有 这 种 可 能 性 ， 当 三 角形 
ABC 关 于 AC 的 垂直 平分 线 
作 反 射 时 ，A8B8’ 和 CD 必 相 
交 ( 见 图 2,15)， 但 这 是 我 们 
不 允许 的 。 如 果 G 是 凸 的 ， 
这 种 反射 才能 毫 无 困难 地 进行 。 

定义 5 如 果 联 接 图 形 中 任何 点 对 的 所 有 直线 段 ， 完 全 
位 于 图 形 之 内 ， 该 平面 图 形 就 是 凸 前 。 

如 果 一 个 图 形 不 是 西 的 ， 则 在 图 形 中 至 少 存在 一 对 点 ， 
使 得 联接 它们 的 直线 段 ， 除 端点 外 都 位 于 图 形 之 外 。 

如 果 G 不 是 是 的 ， 人 们 也 许 希望 能 够 用 有 限 次 下 逃 形 式 
的 反射 运算 ， 来 得 出 另 一 个 凸 的 7n 边 形 ， 它 与 G 有 须 序 相同 
的 同样 的 边 ， 而 且 比 G 的 面积 大 。 假 设 联 接 @G 的 不 相 邻 二 顶 
点 (比如 说 4 与 已 ) 的 线段 上 ， 除 4 与 妃 外 ， 其 余 所 有 的 点 都 
位 于 G 之 外 。 一 个 反射 运算 就 是 把 位 于 A4，B 之 间 的 G 的 边 
界 部 分 关于 AB 作 反 射 ( 见 图 2.16)。 

问题 。 给 定 一 个 ” 边 形 C , 龙 不 能 通过 有 限 欢 反射 运算 ， 
作出 一 个 和 G 有 和 同样 顺序 的 相同 的 边 的 凸 n 边 形 G'? 

定理 16 可 以 这 样 证 ， 或 者 证 明 上 面 问题 的 回答 是 肯定 的 
《 它 也 确实 如 此 ) ,或 者 利用 以 下 的 论证 法 .用 直线 段 联 接 G 的 
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每 一 对 端点 ， 抹 去 那些 位 于 某 一 多 边 形 内 部 的 线段 。 余 下 的 
线段 构成 的 是 多 边 形 称 为 G 的 渍 包 。 很 清楚 ， 除 非 它 与 G 重 
合 ， 否 则 它 比 G 有 较 小 的 周 长 以 及 较 大 的 面积 。 现在， 对 于 
与 G 的 凸 包 相 似 的 周 长 为 P 的 多 边 形 ， 可 用 上 洲 错 误 证 明 中 


图 2.16 : ~ 


所 用 的 方法 作 变 形 ， 因 而 定理 16 得 证 。 对 于 这 个 证 法 ， 人 们 
可 能 会 持 异 议 的 仅仅 在 于 ，G 的 凸 包 的 边 数 可 能 会 比 壮 少 。 
但 是 ， 在 迪 的 内 部 添加 几 个 假 顶点 ， 就 能 把 这 个 凸 包 看 作 一 
个 n 边 形 了 ， 
”” 另 一 个 不 太 容易 证 明 的 定理 是 ， 在 具有 相同 周 长 间 且 各 
边 全 相等 的 所 有 nn 边 形 中 ， 正 1 边 形 的 面积 最 大 ， 但 我 们 能 
够 解决 下 面 这 个 问题 ， 

问题 29。 证 明 一 个 圆 比 与 它 周 长 相同 的 正 7 边 形 有 更 大 
的 面积 。 

提示 ”在 正 7 边 形 中 肉 接 一 个 车 。 假 设 它 的 件 径 是 7+ ， 
而 ” 边 形 辕 长 为 P， 面 积 为 4。 证 明 

-Pr oP? 
44 《ET “ 

因为 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 这 个 定理 ， 那 么 利用 问题 20 的 结 
果 ， 我 们 就 能 证 明 ， 贺 比 与 它 周 长 相 同 的 任何 4 边 形 有 更 大 
的 面积 。 这 将 是 一 个 重大 成 就 ， 

论证 如 下 。 设 5 是 任 一 多 边 形 ， 丸 设 C 是 与 5 有 相同 周 
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长 的 圆 ， 按 定理 16， 我 们 可 作 第 二 个 多 边 形 8$"， 它 各 边 的 
长 度 全 相等 ， 周 长 是 已 ， 而 面积 7/ 大 于 S 的 面积 了 。 如 果 
阅 长 为 了 的 正 多 边 形 S" 有 面积 7” 二 T ， 则 由 问题 20 的 结果 
知 ，C 的 面积 大 于 T”， 所 以 也 大 于 TT。 如 前 所 述 ， 这 个 论 
证 中 的 “如 果 ” 并 不 容易 去 掉 。 


2.4 斯 坦 纳 的 尝试 


在 叙述 斯 坦 纳 证 明 等 周 定 理 的 一 个 尝试 之 前 ， 我 们 应 当 
强调 几 点 ， 它 们 包含 在 我 们 已 经 给 出 的 对 多 边 形 的 锋 周 定理 
的 每 个 证 明 当 中 ， 

第 一 点 ， 我 们 的 证 明 始 终 是 构造 性 的 ， 也 就 是 说 ， 在 一 
个 定理 的 证 明 中 ， 我 们 从 来 没有 用 过 这 样 的 论证 法 ， 如 果 这 
个 定理 是 错误 的 ， 必 将 由 此 推出 和 定理 的 假设 相 予 盾 的 一 个 
结论 ， 所 以 定理 必然 是 正确 的 。 基 于 这 种 认证 法 的 证 明 常 常 
被 称 为 问 接 证 明 。 闻 接 证 明 是 非 构造 性 的 。 我 们 的 问题 是 ， 
要 表明 某 图 形 是 某 类 图 形 中 的 一 个 极 义 图 形 ， 也 就 是 说 ， 它 
的 面积 (或 者 无 论 哪 一 种 被 考虑 的 性 质 ) 大 于 或 小 于 同一 类 中 
任何 别 的 图 形 的 面积 (或 者 被 考虑 的 性 质 )。 借 助 几何 作 图 
法 ， 我 们 总 能 证 明 被 猜想 的 极端 图 形 确 有 要 求 的 性 质 。 

第 二 点 ， 重 机 的 是 应 当 认 识 到 工 不 总 是 能 够 给 出 这 样 一 
个 是 式 的 证 明 的 。 实 际 上 ， 在 克 许 图 形 类 中 可 以 不 存在 极端 
图 形 。 仅 仅 证 明 任 何不 是 假设 的 极端 图 形 的 图 形 都 能 够 得 到 
改进 ， 对 于 完成 假设 的 极端 图 形 就 是 事实 上 的 极端 图 形 的 证 
明 来 说 ， 这 还 不 是 一 个 充分 的 论证 。 还 有 ， 尽 管 我 们 很 想 得 
出 某 个 问题 的 解答 ， 但 是 也 许 我 们 并 不 见得 能 够 猜 出 它 的 解 
来 。 让 我 们 考虑 一 些 特 别 的 例子 来 解释 这 段 话 。 

问题 。 在 形 如 1/nCn=1,2,3,…) 的 分 数 中 ， 哪 一 个 最 
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小 ? 

设想 的 解答 。 对 每 一 形状 是 1/n 的 分 数 ， 除 分 数 1/1 外 ， 
都 存在 另 一 分 数 1/m*， 它 有 同样 的 形式 ， 但 却 更 小 ， 即 

二 < 十 ， n>1。 

因此 ， 在 给 定 的 分 数 集合 中 ，1/1 是 最 小 的 分 数 。 | 

这 个 解答 显然 是 错误 的 ， 事 实 上 ， 在 给 定 的 类 中 不 存在 
最 小 分 数 。 尽 管 我 们 已 经 找到 了 一 个 数 ， 对 于 平方 运算 来 
说 ， 它 在 人 许 的 数 中 是 仅 有 的 不 会 成 小 的 那 一 个 。 可 以 想 
象 ， 对 我 们 能 想到 的 所 有 其 它 的 运算 它 也 有 这 种 性 质 。 但 
是 ， 正 如 我 们 刚才 看 到 的 ， 对 于 证 明 “ 在 允许 的 数 中 ，] 是 
最 小 数 ” 来 说 ， 这 是 不 充分 的 。 

同 题 。 在 同时 满足 以 下 三 个 条 件 的 所 有 曲面 中 ，、 哪 一 个 
表面 积 最 小 ， 

(A ) 由 舍 径 为 工 的 水 平 圆 盘 的 周 线 C 围 成 

CB ) 通过 贺 盘 中 心 上 方 1 个 单位 处 的 P 点 ; 

CC ) 不 存在 与 曲面 相交 多 于 一 点 的 恒 线 。 


卫 


OAL 


举 球面 正 圈 钳 的 一 段 ”一 种 想象 的 管乐器 ”女巫 的 帽子 


图 2.17 
在 图 2.17 中 画 出 了 几 种 可 能 的 曲面 。 记 住 ， 圆 盘 不 是 它 
们 任何 一 个 的 一 部 分 。 这 一 葡 仍然 不 存在 极端 图 形 。 为 证 明 


58 


一 点 ， 首 先 注意 最 小 曲面 (如 果 它 存在 的 话 ) 的 面积 必然 大 
于 圆 盘 的 面积 <。 但 是 给 定 了 油 足 三 个 特定 条 件 的 面积 为 
S -x +h 的 任 则 面 后 ， 我 们 能 够 作 一 个 由 顶点 为 P， 
底面 位 于 C 所 围 成 的 圆 盘 中 的 瘦 的 “冰淇淋 形 锥 ”与 贺 
盘 的 位 于 锥 底 之 外 的 部 分 构成 的 曲面 ， 攻 使 得 这 个 曲面 的 面 
积 比 x+ 小 ( 见 图 2.17(d))。 因 为 ， 设 锥 底 的 全 和 叙 是 7， 
那么 ， 曲 面 的 面积 就 是 环形 了 面积 x - rr 与 冰淇淋 形 锥 的 面 
积 rrv5+1 之 和 r-amrs+amrwra+l。 此 外 ， 取 7 足够 小 ， 
当然 能 使 rrv72+1 工 - rr2( 它 等 于 rr(vr+T ~-) 小 于 有 
如 果 我 们 去 掉 条 件 (B)， 这 样 就 扩大 了 允许 曲面 的 类 ， 那 么 
在 新 的 曲面 类 中 就 有 最 小 曲面 一 一 阅 盘 ， 因 此 ， 有 时 我 们 能 
够 放宽 允许 图 形 的 类 ， 从 而 解决 一 个 原先 不 存在 极端 图 形 的 
问题 (就 象 在 上 面 例子 中 和 在 等 周 定理 的 情形 中 ， 用 面积 为 
下 的 任何 图 形 来 代替 面积 为 下 的 任何 多 边 形 一 样 )， 有 时 , 通 
过 限制 允许 图 形 的 类 ， 我 们 也 能 做 同样 的 事 情 (如 对 等 周 问 
题 的 情形 ， 限 于 用 三 角形 来 代替 一 般 的 面积 为 了 的 多 边 形 )， 

或 许 你 们 已 经 注意 到 了 ， 我 并 不 把 极端 图 形 不 存在 的 问 
题 看 成 是 “无 解 问题 ”或 “无 答案 问题 ”。 在 这 种 情形 下 ， 
我 宁愿 说 要 求 的 那 种 极端 图 形 不 存在 ， 然 而 ， 正 是 由 于 知道 
了 这 一 点 ， 所 以 说 问题 已 经 被 解决 了 。 

注 ”或许 读 者 知道 ， 只 沽 虑 直面 张力 ， 在 一 个 细 框 架 
上 形成 的 肥皂 膜 所 取 的 形状 ， 就 是 在 一 切 册 读 框 架 围 成 的 曲 
向 中 ， 面 积 最 小 的 曲面 的 形状 。 有 关 肥 邱 膜 和 极 小 曲面 的 有 
趣 的 讨论 ， 可 阅读 柯 郎 德 和 罗 宾 斯 所 著 《 数 学 是 什么 ? 》 国 


Q@ 环形 是 由 两 个 同心 贺 围 成 的 平面 图 形 ， 也 就 是 中 间 有 一 个 圆 洞 的 圆 。 
®@ Courant and Robbins，What is Mathematics? Oxford University 
Press, New York，pp，385 一 397，1941， 
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一 书 。 

我 们 的 直观 并 不 总 是 给 我 们 提供 正确 的 启示 。 对 下 面 这 
个 问题 ， 管 案 可 能 是 什么 ， 你 是 怎么 想 的 ? 在 你 作出 猜测 之 
前 先 画 儿 个 图 形 看 看 . 

问题 、 在 有 以 下 性 质 的 所 有 闭 曲 线 中 ， 哪 一 条 曲线 包围 
的 面积 最 小 ? 人 们 可 以 在 曲线 中 移动 单位 长 度 的 线段 ， 使 它 
作 360" 的 完全 旋转 ， 或 者 用 通俗 的 话 来 说 ， 使 一 辆 单位 长 度 
的 超级 菠 线 型 汽车 能 够 在 其 中 转动 一 圈 的 面积 最 小 的 停车 场 
《或 者 这 样 的 停车 场 之 一 ， 因 为 可 能 有 很 多 形状 不 同 而 面积 
相同 的 最 小 停车 场 ) 是 什么 形状 的 ? 

单位 站 径 的 圆 是 一 种 可 能 的 曲线 。 是 不 是 有 包围 着 更 小 
面积 的 曲线 也 能 做 这 件 事 情 呢 ? A.S。 贝 塞 科 维 奇 (Besico- 
vitcb) 能 够 证 明 包围 最 小 面积 的 这 种 闭 曲 线 不 存在 ,更 分 人 吃 
惊 的 是 ， 他 证 明了 对 任何 正 数 p ， 无 论 它 多 么 小 ， 都 存在 具 
有 要 求 性 质 的 闭 曲 线 ， 它 所 包围 的 面积 小 于 p 个 平方 单位 面 
积 入 们 能 角 和 动 1 个 间 化 长 的 线段， 使 转动 加 ， 但 在 

个 过 程 中 仅仅 扫 过 1710 个 平方 单位 的 面积 。 如 果 我 们 有 非 
芝 全 祝 的 多 中 和 们 就 能 够 只 用 10…" 个 平方 单位 的 面积 来 
做 这 件 事情 ! 

如 果 我 们 对 图 形 加 上 是 西 的 条 件 来 限制 万 许 图 形 的 类 ， 
那么 就 存在 一 条 极端 曲线 。 它 是 高 为 1 个 单位 的 等 边 三 角形 
〈 见 图 2.18)。 关 于 这 个 问题 和 很 多 其 它 有 关 四 图 形 的 有 趣 的 
问题 的 解答 和 讨论 ， 请 读者 阅读 苏联 数学 家 亚 格 龙 和 波 尔 特 
杨 斯 基 所 著 的 《平面 西 图 形 》@ 一 书 。 

等 周 定理 证 明 中 的 困难 与 上 面 引 用 的 例子 中 的 困难 是 同 


op TI.M _Yaglom and V.G _Boltyanskii， Plane Convex Figures， 英 译 
本 岂 Holt，Rinehart，and Wingston， Isc,s New York，1961 年 出 版 。 
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样 的 ,只 是 在 这 种 情形 下 确实 存在 着 极端 图 形 .要 证 明 对 于 不 
是 圆 的 任何 平面 图 形 ， 有 另 一 个 与 它 周 长 相同 但 面积 更 大 的 
图 形 存在 ， 相 对 来 说 是 容易 的 。 不 过 就 证 明 等 周 定理 来 说 这 


小 八 全 人 


最 初 的 位 置 第 二 个 位 置 第 三 个 位 置 第 四 个 位 置 ”等 等 


图 2.18 


还 是 不 够 的 。 这 个 论证 告诉 我 们 的 仅仅 是 ， 如 果 存 在 一 个 图 
形 ， 它 比 与 它 周 长 相同 的 任何 其 它 图 形 的 面积 更 大 ， 那 么 它 
必然 是 圆 。 完 全 可 以 设想 这 种 极端 的 图 形 根本 不 存在 。 斯 坦 
纳 不 相信 我 们 现在 正在 讨论 的 这 个 问题 会 是 一 件 很 严重 的 事 
情 。 因 为 ， 些 葛 等 周 问题 确实 存在 一 个 解 ,而 且 就 是 圆 ,从 风 
何 直观 来 看 是 很 显然 的 。 对 现代 数学 ， 幸 亏 维 尔 斯 特 拉 斯 相 
信 ， 由 于 他 提请 人 们 注意 这 一 点 ， 他 已 经 对 斯 坦 纳 关 于 等 周 
定理 的 证 明 郑 重地 提出 了 异议 ! 而 且 事实 上 ， 他 相信 他 的 府 
证 已 经 使 斯 坦 纳 的 证 明 ( 还 有 别 的 定理 的 其 它 证 明 ) 失 效 了 。 
他 用 非 构造 性 的 方法 给 出 了 一 个 等 周 定理 解 的 存在 性 的 证 
明 ， 从 而 克服 了 他 自己 的 异议 。 还 没有 人 发 现 一 种 简单 的 几 
何 论证 ， 可 证 明 圆 比 与 它 周 长 相同 的 其 它 图 形 面积 更 大 ， 而 
且 也 没有 找到 这 种 方法 的 希望 。 等 周 定理 的 所 有 的 证 明 都 用 
非 构造 性 的 方法 表明 :面积 最 大 的 图 形 确实 是 存在 的 。 
尽管 斯 坦 纳 没有 证 明 等 周 定理 ， 但 在 试图 证 明 它 时 ， 他 
所 用 的 推理 却 是 优美 而 巧妙 的 。 我 们 现在 来 考察 他 的 一 个 尝 
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添 性 的 证 明 ， 莽 证 实 ， 对 于 不 是 圆 的 任 一 平面 图 形 ， 存在 另 
一 个 面积 更 大 而 与 它 周 长 相同 的 图 形 。 


图 2.19 


设 给 定 一 个 周 长 为 二 的 平面 图 形 ， 又 设 它 不 是 圆 。 如 果 
它 不 是 是 的 ， 我 们 可 如 下 构 作 另 一 个 周 长 为 P ,但 面积 更 大 
的 图 形 。 我 们 在 图 形 的 边界 上 取 两 点 使 其 连 线 位 于 图 形 之 
外 ， 而 且 我 们 把 这 一 直线 眉 和 图 形 之 间 的 面积 以 站 线段 为 镜 
面 作 反射 ( 见 图 2.197。 我 们 把 原 图 形 加 上 被 反射 的 面积 及 其 
玩 射 作为 新 图 形 。 这 个 新 图 形 有 与 原 图 形 相同 的 周 长 但 面积 
更 大 。 这 个 推理 实际 上 没有 照 熙 到 所 有 可 能 的 情形 ， 如 图 
2.19 中 所 示 ， 但 是 要 照顾 到 所 指出 的 例外 并 不 困难 。 请 试 试 
看 ， 

如 果 所 给 的 图 形 是 是 的 ， 我 们 正好 利用 定理 14。 因 为 图 
形 不 是 圆 ， 因 而 在 它 的 边界 上 必然 存在 四 个 点 ， 它 们 不 是 内 
接 于 几 的 某 个 凸 四 边 形 的 顶点 .考虑 以 这 四 个 点 为 顶点 的 凸 
四 边 形 。 我 们 假设 图 形 在 这 个 四 边 形 之 外 的 部 分 〈 见 图 2.20 
中 阴影 区 域 ) 的 形状 和 面积 国定 不 变 ， 而 且 固 连 于 四 边 形 的 
边 上 。 我 们 再 考虑 在 顶点 处 有 活动 关节 的 四 边 形 。 根 据 定理 
14， 如 果 现 在 捍 焉 四 边 形 使 它 肉 接 于 一 个 贺 ， 那 我 们 就 增 大 
了 它 的 面积 。 新 的 四 边 形 以 及 与 它 固 连 的 原 图 形 的 小 块 一 起 
《 见 图 2.20〉 确 定 了 一 个 周 长 为 P， 但 面积 比 原 图 形 大 的 新 
图 形 。 这 就 完成 了 斯 坦 纳 的 论证 。 
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问题 21。 证 明 等 周 定 理 理 家 着 ， 在 具有 同样 的 边 的 所 有 
?3 边 形 中 ， 能 仍 内 接 于 … 个 间 的 屠 一 个 有 最 大 的 面积 . 

利用 这 个 问题 的 结果 ，、 我 们 能 够 证 明 ， 在 有 相同 周 长 的 
所 有 nn 边 形 中 ， 正 n 边 形 有 最 大 的 面积 。 | 

证 明 设 G 是 一 个 非 正 4 边 形 。 根 据 问题 21 的 结果 ，、 与 
G 有 相同 次 序 的 同样 的 边 并 且 能 够 内 接 于 一 个 圆 的 n 边 形 


图 2.20 


C0” 有 较 大 的 和 面积。 有 由于 内 搂 于 一 个 圆 ， 我 们 可 把 它 的 边 
按照 我 们 高 兴 的 任何 次 序 重 排 。 注 意 到 这 个 事实 ， 我 们 就 能 
够 用 定理 16 的 错误 证 法 的 后 一 秆 来 得 到 要 求 的 结论 。1 

我 们 还 能 把 竺 局 定理 叙 进 成 男 一 种 形式 .。 设 4 表示 给 定 
图 形 的 面积 ， 卫 表示 周 长 ， 又 假设 周 长 为 了 的 圆 有 秆 径 ?+。 
于 是 定理 等 价 于 不 等 式 


4<<Trr2 
或 者 ， 山 于 =P/2x， 

ATA 

“ps <1。 


这 个 不 等 式 收 称 为 等 周 不 等 式 ， 商 474/P? 被 5G， 波 里 亚 
《Polya) 称 为 等 周 商 。 按 照 他 的 称呼 ， 我 们 把 等 周南 缩写 成 
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“1.4.?9 莽 把 等 周 定理 叙述 成 以 下 形式 ， 在 所 有 的 于 面 图 
形 中 ， 贺 有 最 大 的 1.Q.。 

问题 22。 计 算 玫 个 图 形 的 I.Q.， 得 到 的 数据 是 否 符合 这 
条 定理 ? 


@ 通常 用 I.Q. 来 表示 人 的 “智商 "， 因 此 ， 这 里 把 等 周 商 缩写 为 “1I.Q.? 
或 许 是 一 种 该 谐 的 说 法 。 一 一 泽 者 
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第 三 章 反射 原理 


3.] 对 称 
“对 称 ， 尽 管 你 可 以 规定 其 含义 或 宽 或 窗 ， 然 而 从 古 到 
今 它 痢 是 人 们 用 来 理解 和 创造 秩序 、 美 妙 以 及 尽善尽美 的 一 
种 思想 , ”我们 时 代 伟 大 的 数学 家 之 一 赫 尔 曼 , 书 尔 (Hermann 
Weyl) 这 样 写 道 ! 。 事 实 上 ， 基 于 对 称 性 概念 的 论证 方法 乃 
是 数学 中 最 有 力量 和 最 优雅 的 方法 之 一 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 
要 考 罕 平面 图 形 所 能 够 具有 的 最 简单 类 型 的 对 称 性 ， 即 关于 
直线 的 对 称 性 〈 世 把 图 形 分 为 两 部 分 ， 每 一 部 分 都 是 另 一 部 
分 的 镜 象 ) 在 不 等 式 的 研究 中 所 起 的 作用 。 对 称 强烈 地 影响 
着 早期 文明 的 艺术 。 它 在 数学 中 的 应 用 是 由 希腊 人 开始 的 。 
它 引导 他 们 取得 了 关于 正 多 面体 :四 面体 ,立方 体 ， 八 面体 ， 
十 二 面体 和 二 十 面体 的 奇妙 的 发 现 。 而 多 面体 的 对 称 性 又 对 
所 谓 代 数 拓扑 学 这 一 现代 数学 分 支 的 创立 起 了 一 定 的 作用 。 
”作为 这 种 观点 的 一 个 入 门 ， 我 极力 推荐 你 们 阅读 大 ， 希 尔 
伯 特 和 柯 恩 - 沃 琳 所 著 的 《几何 与 想象 》@ 一 书 ， | 
从 美学 上 看 ， 对 称 是 使 人 埠 快 的 ， 而 且 通 过 包含 反射 的 
作 图 法 ， 例 如 ，、 正 多 面体 的 作 图 法 ， 能 够 发 现 很 多 美妙 的 
几何 图 形 ( 参 看 希 尔 伯 特 和 柯 轧 - 沃 森 的 讨论 )。 但 是， 和 
@ 引 自 他 最 心爱 的 书 《 对 称 》(Symmetry，Princeton University Press， 
1952) 。 


加 David Hilbert and S$, Colbn-Vossen, Geometry and the Imagina- 
tion, Chelsea Press，New York，1952。 
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我 们 经 常 有 机 会 使 用 的 及 射 琶 念 相 联 系 的 却 是 -个 抽象 的 数 
学 原理 。 所 谓 反 射 原理 这 … 担 象 的 发 明 应 归功 于 赫 伦 。 他 发 
现 ， 从 一 个 平面 反射 的 光线 通过 光源 和 接收 点 之 间 的 最 短路 
径 ， 与 这 个 原理 等 价 的 是 ;由 平面 反射 的 射线 ， 其 人 人 射 角 等 
于 反射 角 。 要 是 你 不 熟悉 这 个 等 价 性 的 证 明 ， 下 面 给 了 一 个 
证 明 。 

假设 4 是 光源 ，B 是 接收 点 ,而 mr 是 反射 面 ( 见 图 3,1)。 
我 们 首先 假设 4CB 是 人 射 角 和 反射 角 相等 时 的 路 径 ， 并 要 证 
它 是 从 A 到 mm 再 到 8B 的 最 短路 径 。 设 8 是 日 关于 m 的 反射 。 
于 是 人 ACX= 人 BCY = 人 BCY; 所 以 ，ACB' 是 站 线段， 
是 从 A 到 B’ 的 最 短路 径 。 但 BC = BC 事实 上 ， 对 光 上 的 
任何 点 P，8P = 8’P。 也 就 是 说 ， 

AP+PB= AP +PB’>AC+ CB’=AC+CB, 
因此 ,ACB 是 从 4 到 m 再 到 8 的 最 短路 径 . 这 个 定理 的 逆 定 理 
可 以 从 全 等 关系 ABCP=A 人 BCP 和 备 式 人 LACX = LB’CP 
推出 。 | 


尽管 反射 原理 斌 简单 又 显然 ， 但 是 一 旦 把 它 用 在 正确 的 
地 方 ， 它 就 能 够 使 问题 变 得 清楚 ， 否 则 问题 还 是 难以 理解 或 
者 几乎 难以 理解 的 ， 我 要 试图 给 出 这 一 事实 的 若干 例证 ， 不 
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过 ， 首 先 我 们 要 考察 几 个 以 简单 皮 射 为 基础 的 思想 。 


3.2 焦 多 问题 


在 等 周 定理 和 它 的 推论 方面 ， 斯 坦 纳 使 简单 反射 发 挥 了 
巨大 的 效力 ,一 个 推论 就 是 焦 多 (Dido) 问 题 的 解 . 黛 多 是 蒂 瑞 
安 (Tyrian) 王 的 女儿 。 据 传阅 ， 她 嫁 给 了 她 的 叔父 阿 瑟 巴 斯 
《Acerbas)， 而 他 由 于 他 的 财富 被 谋杀 了。 于 是 湾 多 带 着 阿 
瑟 巴 斯 的 财宝 逃 到 了 塞浦路斯 ， 并 且 从 那里 航行 到 了 西西 里 
附近 的 非洲 海岸 。 她 告诉 当地 的 统治 者 ， 她 想 购 买 一 块 大 小 
不 超过 一 张 牛 皮 所 能 围 得 住 的 靠 着 海岸 的 土地 。 他 同意 了 这 
位 美丽 的 夫人 的 这 个 小 小 的 要 求 ， 并 且 慷 慨 地 给 了 她 一 大 张 
牛皮。 于 是 聪明 的 代 多 把 和 牛皮 切 成 准 条 ， 拭 把 它们 联 成 一 和 
绳索 ， 以 便 能 够 围 住 - 块 远 比 统治 者 所 设想 的 大 得 多 的 圭 
地 。 如 果 我 们 假设 海岸 是 直线 ， 地 球 是 平面 ， 她 所 友 到 的 问 
题 就 是 ， 能 够 用 一 条 长 度 给 定 的 带子 以 及 直线 上 一 段 未 指定 
的 部 分 来 围 住 的 面积 最 大 的 图 形 是 什么 ? 黛 多 解决 了 这 个 问 
题 ， 多 牛 是 由 于 她 的 成 功 ， 使 她 变 成 了 迎 太 基 的 繁 茶 的 城市 
的 缉 造 者 和 女王 。 

正如 我 们 提 到 的 ， 集 多 问题 的 解 在 于 反射 。 如 果 我 们 把 
海岸 设想 成 一 面 镜子 ， 我 们 用 它 来 把 皮 绳 围 住 的 区 域 作 反 
射 ， 她 的 问题 就 变 成 ， 有 一 -条 给 定 的 对 称 线 (海岸) 和 给 定 的 
周 长 ( 绳 索 长 度 的 两 倍 ? 的 面积 最 大 的 图 形 是 什么 ? 因为 在 具 
有 给 定 周 长 的 所 有 图 形 当中 ， 包 含 着 有 一 条 对 称 轴 的 那些 图 - 
形 ， 又 因 圆 也 有 一 -条 对 称 轴 ， 所 以 等 周 定理 保证 圆 是 所 求 的 
面积 最 大 的 图 形 ， 因 此 ， 集 风 问 题 的 解 是 一 个 中 圆 形 。 

问题 23。 在 由 一 条 长 度 是 的 带子 和 一 条 长 度 是 DD 的 棍 
子 (过 > 之 忆 )? 所 围 成 的 图 形 中 ， 哪 -个 面积 最 大 ? 给 出 证 明 。 
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问题 24。 设 ” 边 形 除去 一 边 之 外 ， 其 余 各 边 的 次 序 和 长 
度 都 给 定 。 在 这 样 的 ” 边 形 中 哪 一 个 有 最 大 的 面积 ? 证 明 
你 的 猜测 。 

问题 25。 给 定 平面 的 四 分 之 一 ， 在 能 够 用 一 条 长 度 给 定 
的 曲线 从 它 切 下 的 图 形 中 ， 哪 一 个 面积 最 大 ? 推广 你 的 结 
果 ， 

提示 反射 几 次 。 

间 题 26。 把 问题 23 推 广 到 三 维 空间 ， 并 解决 这 个 新 站 
题 . 


5.5 斯坦 纳 对 称 化 


假设 在 具有 给 定 周 长 的 图 形 中 存在 面积 最 大 的 图 形 ， 人 
们 就 能 够 用 反射 来 证 明 等 周 定 理 。 斯 坦 纳 发 明了 几 个 证 法 ， 
他 的 一 个 想法 是 ， 证 明 最 大 图 形 关于 把 它 的 周 长 分 成 两 相等 
部 分 的 每 条 直线 必然 是 对 称 的 ， 

为 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 最 大 图 形 必然 是 是 的 ， 因 而 
进一步 的 讨论 限于 凸 图 形 。 现 在 ， 把 凸 物体 的 周 长 分 成 相等 
两 个 的 纺 就 完全 落 在 物体 之 内 。 如 果 有 一 条 这 样 的 弦 把 物体 
的 面积 分 成 不 相等 的 两 秆 ,那么 ,我 们 可 以 拿 掉 面积 较 小 的 
件 ， 而 用 面积 较 大 的 那 一 什 的 镜 象 来 代替 它 。 这 样 我 们 就 得 
到 了 一 个 面积 更 大 而 与 原 图 形 有 相同 周 长 的 新 图 形 。 这 个 新 
图 形 可 以 不 是 止 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 能 够 把 它 作成 凸 的 
〈 见 2.4 节 )， 而 增 大 它 的 面积 并 保持 周 长 固定 ， 还 要 注意 一 
条 平分 周 长 的 统 有 可 能 把 吓 物 体 分 成 面积 相等 ， 但 关于 此 嘴 
不 对 称 的 两 中 。 在 这 种 情况 下 ， 把 哪 一 牢 选 来 作 反射 是 没有 
区 别 的 。 得 到 的 图 形 仍然 可 能 不 是 凸 的 ， 但 能 和 上 面 一 样 把 
它 作 成 四 的 。 因 此， 如 果 确 实 存 在 着 具有 给 定 周 长 而 面积 最 
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大 的 平面 图 形 ， 那 么 它 必然 关于 把 它 的 周 长 分 成 相等 的 两 竺 
的 每 条 直线 对 称 ， 从 而 它 必 然 是 一 个 圆 ( 最 后 这 个 “必然 " 需 
要 证 明 )。 

斯 坦 纳 关于 等 周 定理 的 另 一 个 证 明 也 基于 最 大 图 形 在 每 
个 方向 必 有 一 条 对 称 轴 的 思想 ， 但 与 此 处 的 方式 不 同 。 为 了 
描述 这 个 想法 ， 我 们 首先 注意 有 关 梯 形 的 一 个 定理 .假设 
ABCD 是 一 个 梯形 ， 又 设 A4B'C'D 是 有 相同 诡 边 和 高 的 等 腰 
梯形 ， 也 就 是 说 ,假设 4B’C'D 关 于 4AD 的 垂直 平分 线 对 称 ， 
改写 的 反射 原理 表明 : 在 具有 给 定 的 底 边 和 高 的 三 角 
形 中 ， 等 腰 三 角形 的 周 长 最 小 。( 见 图 3.2(d)， 这 时 可 把 4 
考虑 为 光源 ， 刀 是 接收 点 ， 而 B'C' 是 镜面 。) 这 样 一 来 ， 
AB’C'D 的 面积 与 48CD 的 面积 相等 ， 而 它 的 周 长 却 小 于 或 
等 于 4BCD 的 周 长 。 


C B! [eu 
4 4 
+ 上 7 过 上 ‘eo FE? 
(人 . ¢b) 
B’ B,C! C7 
-A 
7 \ 
7 \ 
7 \ 


4 4 
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现在 ， 考 虑 任 一 向 体 ( 图 3,5(ay)， 我 们 用 平行 线 把 它 切 
成 次 条 ， 而 且 ， 暂 时 假设 每 个 条 子 都 是 梯形 (图 3.3(b))。 
从 这 些 梯 形 出 发 ， 先 把 每 个 梯形 变 成 有 相同 的 底 边 和 面积 的 
等 腰 梯 形 ， 然 后 再 排列 这 些 新 梯形 ， 使 它们 有 公共 的 垂直 平 
分 线 (图 3.3Cc))， 作 成 一 个 新 的 图 形 。 从 上 述 关 于 梯形 的 
定理 推出 图 形 3.3(e) 与 图 形 3.3(b) 有 相同 的 面积 ， 但 有 较 小 
的 周 长 。 如 果 我 们 把 原来 的 凸 体 (图 3.3(a)) 分 成 越 来 越 窗 的 
带 形 ， 近 似 多 边 形 〈 图 3.3(b)) 的 面积 和 周 长 将 趋 于 原 图 形 
的 面积 和 周 长 。 (事实 上， 人 们 常常 分 别 用 近似 多 边 形 序 列 


的 面积 和 周 长 的 极限 来 定义 平面 图 形 的 面积 和 周 长 。) 变形 
后 的 多 边 形 (图 3,3(Cc)) 将 趋向 于 有 一 条 对 称 轴 的 同体 因 
而 ， 给 定 一 个 凸 体 ， 我 们 能 够 作出 另 一 个 有 相同 的 面积 ， 周 
长 不 增 大 ， 而 在 一 个 给 定 的 方向 上 有 一 条 对 称 轴 的 图 形 。 
(你 能 证 明 对 称 化 后 的 图 形 确 实 是 喇 的 吗 ? ) 这 个 对 称 的 山体 
可 以 被 看 成 是 通过 下 面 的 作 图 法 而 得 到 的 。 

作 图 法 ， 在 给 定 的 方向 上 画 一 条 直线 ， 考 虑 原 图 形 的 重 
直 于 所 画 直 线 的 东 。 移 动 每 条 这 样 的 弦 ， 使 得 画 出 的 直线 成 
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为 它 的 重 直 平分 线 ， 

平移 后 的 吡 的 问 虚 构成 了 一 个 新 的 对 称 图 形 ( 见 的 3.4)， 
它 与 原 图 形 有 相同 的 面积 ， 但 是 周 长 较 小 ， 这 个 作 图 法 称 为 
斯 坦 纳 对 称 化 ， 它 在 山体 的 理论 中 起 着 重要 的 作用 ， 

现在 我 们 能 久 完 成 锋 周 定理 的 “证 明 ” 了 。 给 定 一 个 在 
某 一 方向 没有 对 称 轴 的 晤 物体， 我们 对 这 个 图 形 沿 这 个 方向 
应 用 斯 坦 纳 对 称 化 ;这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 面积 相同 , 周 长 较 
小 的 新 的 同体 .然后 我 们 放大 这 个 新 的 物体 ,一 将 到 它 的 周 长 
与 原 物体 的 周 长 相 等 为 止 ， 因 而 ， 如 果 一 个 图 形 在 某 个 方向 
上 泡 有 对 称 轴 ， 它 就 不 能 是 所 有 那些 周 疾 相间 的 图 形 中 面积 
最 大 的 图 形 。 由 此 可 知 ， 如 果 最 大 图 形 存在 ， 圆 就 是 这 个 最 
大 图 形 。( 最 后 一 个 说法 的 证 明 留 给 读 考 。) 


5.4 圆锥 曲线 


在 本 节 中 ， 我 们 将 暂 叶 离开 不 等 式 的 课题 ， 去 考虑 一 些 
重要 的 几何 对 象 ， 椭 圆 ， 撼 物 线 和 双 曲 线 。 这 些 平面 曲线 通 
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称 为 圆锥 曲线 ， 之 所 以 这 样 称 呼 它们 ， 是 由 于 它们 都 是 次 贺 
锥 和 平面 相交 的 曲线 。 下 圆锥 定义 如 下 ， 设 C 是 一 个 圆 ， 双 
设 了 是 通过 圆心 0 的 圆 的 平面 的 垂 线 上 的 一 点 ( 见 图 3.5). 如 
果 不是 O ， 那 么 由 通过 了 和 C 的 点 的 匠 有 总线 构成 的 曲面 
就 称 为 赴 圆 锥 。 通 过 V 和 O 的 直线 称 为 它 的 丽 ， 而 点 Y 称 为 
它 的 顶点 。 | 

锥 和 垂下 于 它 的 轴 的 平面 的 交 线 显然 是 圆 。 当 截面 稍稍 
偏离 垂直 位 置 ， 交 线 就 不 再 是 圆 ， 但 它 仍然 还 是 闭 曲 线 。 平 
面 和 址 圆锥 的 任 …… 闭 交 线 称 为 本 轩 。 因 而 ， 贺 是 一 种 特殊 的 
椭圆 ， 当 然 ， 友 非 所 有 的 椭圆 都 是 贺 。 由 于 站 圆锥 的 一 后 加 
上 它 的 内 部 是 凸 的 ， 因 而 椭圆 加 上 它 的 内 部 也 是 西 的 。 随 着 
平面 越 来 越 于 ， 由 它 和 锥 形成 的 椭 阅 就 变 得 越 来 越 长 。 当 平 
面 与 构成 锥 直面 的 一 条 苞 线 平行 时 ， 交 线 不 再 是 一 条 闭 山 曲 
线 ， 而 是 一 条 无 限 长 的 曲线 ， 即 掀 物 线 。 妈 果 平 面 更 加 倾 
和 君 ， 交 线 仍 将 是 无 限 长 但 有 两 个 分 离 的 分 支 。 这 种 圆锥 曲线 
定义 为 双 曲 线 。 

椭圆 特性 的 另 -- 种 炎 示 法 是 ， 椭 阅 是 使 得 曲线 上 每 -点 
到 两 个 固定 点 距离 之 袖 相 等 的 斑 面 曲线 。 因 而 ， 如 果 把 一 条 
线 的 一 端 钉 在 一 张 焉 整 的 纸 上 的 点 处 ， 而 另 一 端 钉 在 点 PF， 
处 ， 保 持 这 条 线 绷 紧 和 平 直 ， 运 动 铅笔 可 在 纸 上 画 出 一 条 
弧 ， 这 条 弧 将 是 椭 图 的 一 部 分 ( 见 图 3.6). 容易 建立 椭圆 的 
这 种 定义 和 它 作 为 一 条 阐 锥 有 曲线 
的 定义 之 间 的 联系 ， 不 过 在 讨论 
椭 罗 的 数学 数 程 中 很 少 这 样 作 。 
我 们 要 证 明 ， 定 义 为 圆锥 阳线 的 
椭 加 有 上 面 所 剂 划 的 性 质 ， 尔 
后 ， 我 们 将 转向 不 等 式 的 识 题 ， 
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拜 应 用 反射 原理 来 建立 椭圆 的 其 它 重 机 性 质 。 

证 明 《上 比利时 数学 家 丹 德 林 (Dandelin，1794 一 1847) 
已 有 这 种 巧妙 而 优美 的 想法 。) 考虑 图 3.7， 它 表示 一 个 画 
在 直 圆 锥 上 的 棍 圆 。 我 们 在 锥 内 作 两 个 是 与 锥 又 与 椭圆 的 平 
面相 切 的 球 。 一 个 球 在 平面 之 上 ， 一 个 在 它 之 下 。 设 平面 和 
球 之 间 的 切 点 是 Fi 和 F,， 义 设 P 是 椭圆 上 任 一 点 。 考 虑 在 锥 
表面 上 的 直线 段 了 PPP:， 其 中 站 表示 锥 的 项 点， 而 Pi 和 P。 
是 线段 和 球 之 间 的 切 点 。 由 于 PP 和 PF 是 从 同一 点 画册 
的 上 球 的 切线 段 。 因 而 


PF,=PP,, 
类 似 地 ，. 
PF, = PP,, 
因此 ， PF + PFs= PP+ PP,= PP,. 


但 是 PRs 是 和 尸 无 关 的 常数 。 (为 什么 ? ) 因此 ，PFs+ 
PF, 也 是 一 个 常数 ， 我 们 看 出 粒 圆 是 平面 上 到 其 上 两 个 固定 
点 距离 之 和 相等 的 点 的 轨迹 。 | 

往 后 我 们 有 机 会 用 到 枯 圆 的 下 述 性 质 ， 它 是 有 国定 的 底 
边 2e = FFs 和 固定 的 周 长 p>4c 的 三 角形 FPF, 的 顶点 P 
的 轨迹 。 顶 点 已 位 于 椭圆 内 部 的 任 一 三 角形 FP’F,， 其 
周 长 小 于 p， 而 顶点 P 位 于 椭圆 外 部 的 任 一 三 角形 FP’F， 
其 周 长 大 于 P 。 

类 似 ( 在 双 曲 线 的 平面 的 同一 侧 作 两 个 切 球 ) 可 证 ， 双 曲 
线 是 平面 上 到 两 个 固定 点 外 离 之 差 相 等 的 点 的 轨 流 。 

问题 27。 作 图 并 证 明 双 曲线 的 这 个 性 质 。 

上 面 提 到 的 刻 划 椭 贺 和 双 曲 线 特征 的 那 两 个 固定 点 称 为 
焦点 。“ 焦 点? (Focus》 是 一 个 拉丁 词 ， 意 思 是 炉膛 ,也 
就 是 能 够 烧 焦 东西 的 地 点 。 为 了 看 出 为 什么 顶 贺 的 焦点 是 能 
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Te we ， remseraeprrem 


烧 焦 东西 的 地 点 ,我 们 要 用 反射 原理 。 设 ! 是 焦点 为 Fi 和 已 
的 椭圆 的 一 条 切线 ( 见 图 3.8)， 书 是 切 点 又 设 Q 是 上 上 任 
一 另外 的 点 。 由 于 @ 在 椭圆 之 外 ， 

QF +QFs>PF, +PP,. 
因此 ，F,PPs 是 从 F 到 [再 到 Fs 的 最 短路 径 ， 这 样 一 来 ， 反 
射 原理 告 拆 我 们 ， 焦 中 径 PF 和 PF, 与 切线 1 构成 相等 的 


角 。 这 意味 着 如 果 椭 贺 是 一 
个 反射 镜 ， 那 么 从 点 光源 FF 
出 发 的 光线 将 双 部 被 椭 回 在 
尸 处 聚焦 ， 焦 点 确实 是 “能 
北 修 东西 的 地 点 ”。 

杭 圆 的 顶点 是 梢 图 最 
长 防 的 端点 ， 而 这 条 半 通 过 
两 个 焦点 。 如 果 把 构 加 最 接 8 
近 顶 点 V; 的 一 个 焦点 (比如 
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说 Ff,) 固 定 ， 而 另 一 个 焦点 沿 营 通过 Vi 和 Fi 的 直线 移 
得 越 来 越 远 ， 那 么 这 个 椭 加 就 逐渐 变 长 ,最终 ,在 极限 
情况 ， 就 变 成 一 条 抛物 线 ( 见 图 3.9)， 在 极限 情 形 ， 和 焦 中 
径 PF, 与 轴 ， 即 通过 了 和 Fi 的 直线 平行 。 抽 物 线 的 这 个 性 
质 ， 它 把 从 它 的 焦点 发 射 的 所 有 光线 沿 同 一 个 方向 反射 ， 在 
汽车 前 灯 以 及 射电 望远镜 等 种 种 器 具 的 设计 中 ， 当 然 是 很 有 
用 的 。 

问题 28。 证 明 双 曲线 的 切线 平分 切 点 处 由 仿 件 径 形成 
的 角 。 

提示 ” 设 ! 是 平分 角 F,TF, 的 直线 ( 见 图 3.10)， 对 1 上 
任 一 其 它 的 点 P， 证 明 PFi PF,<TF, -TF,, 由 此 说 明 , 仅 
有 人 是 位 于 汉 曲 线 上 的 ! 的 点 ， 利 用 对 4 的 反射 。 


六 3.10 


如 果 精 贺 与 双 曲 线 有 相同 的 能 点 ， 就 称 它们 是 共 焦 前 ， 
问题 29。 证 明 ， 如 果 椭 圆 和 双 曲 线 是 共 焦 的 ， 则 在 任 
一 交点 上 ， 它 们 的 切线 垂直 。 


以 反射 的 几何 概念 为 基础 的 论证 方法 常 能 收 到 意 想 不 到 
的 功效 。 很 多 问题 便 长 期 是 很 难 哨 动 的 “硬骨头 ”， 而 一 旦 
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人 们 有 了 “ 试 坛 反射 法 ”的 想法 时 ， 它 们 就 届 服 了 ， 关 且 变 
得 惊人 地 简单 。 在 三 角形 的 性 质 方面 尤其 如 此 。 三 角形 已 经 
被 研究 许多 年 了 ， 但 是 三 角形 的 新 的 性 质 却 仍 不 时 被 发 现 。 
其 中 的 某 些 还 仅仅 是 猜测 ， 也 就 是 说 ， 尽 管 有 重要 的 证 据 支 
持 它 们 ， 但 还 次 有 人 能 够 证 明 它们 确实 成 立 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 要 考察 几 个 新 近 二 被 发 现 的 三 角形 的 性 质 。 

我 们 从 法 格 内 并 (Fagnano7 问 题 开 始 ( 见 图 3,11)， 能 够 
内 接 于 一 给 定 的 锐角 三 角形 的 周 长 最 小 的 三 角形 是 什么 ? 你 
能 猜 出 解 吗 ? 反射 原音 能 告诉 你 什么 呢 ? 用 一 些 时 间 来 考 窒 
儿 个 特殊 情况 ， 看 看 你 是 否 能 够 提出 一 个 猜测 来 ， 

下 面 给 出 的 法 格 内 诺 问题 的 解 属于 著名 的 匈牙利 数学 家 
工 . 费时 (Fejtr，1880 一 1958)。1900 年 ， 当 他 还 是 柏林 的 一 
个 学 生 时 ， 他 发 现 了 它 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 注意 ， 根 
据 反射 原理 ， 由 最 小 内 接 三 角形 的 每 一 对 边 与 给 定 三 角形 对 
应 的 切 边 构 成 的 两 个 角 必 相等 。 换 句 话说， 最 小 内 接 三 角形 
(或 它们 ) 的 顶点 是 给 定 三 角形 的 边 上 仅 有 的 那 种 点 ， 一 -个 容 
. 球 经 过 两 次 反射 正好 返回 到 它 本 身 。 费 叶 证 法 的 美妙 之 处 在 
于 ， 它 用 一 种 简单 的 方式 告诉 我 们 ， 怎 样 去 找 出 最 小 三 角形 
顶点 的 位 置 。 

假设 给 定 的 三 角形 是 4BC。 试 图 找 出 周 长 最 小 的 内 接 三 
角形 UVM 的 一 种 方法 是 ，(a)》 在 BC 和 AC 上 分 别 任 取 一 点 
Ul 和 V1， 并 在 4B 边 上 选择 Wi,， 使 得 和 UW + VWi 尽 可 能 
地 小 ( 见 图 3.12); (b》 保持 六 与 W ,不 动 ， 在 BC 上 确定 U。， 
使 得 和 WU,+ ViUs 最 小 ，(c) 保持 Wi 与 U。 不 动 ， 在 AC 上 
确定 VY。， 使 得 和 UsVs + WiVs 最 小 ，(d) 固定 Us 与 Vs， 找 出 
W,，， 使 得 U2W,+ VoW, 最 小 :等 等 。 除 特殊 情形 外 ， 这 个 
过 程 在 有 限 步 是 不 会 停止 的 。 此外， 人 们 必须 证 明 这 个 无 限 
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的 过 程 导致 极 限 三 角形 UVW， 

费 叶 避 开 了 这 个 困难 。 他 的 想法 是 固定 避 ， 而 以 一 个 妙 
招来 寻求 VY 和 你 的 最 佳 可 能 位 置 一 一 这 个 位 置 使 UVW 的 
周 长 最 小 。 为 此 ， 他 把 边 4B 和 A4C 看 成 镜面 ， 用 它们 求 反 射 


图 3.11 83.13 


U ( 见 图 3.13)。 我们 把 镜 象 里 做 U’ 和 U”。 于 是 

UW+-WV+VU"=UW +WV +VU., 

但 是 当 V 和 W 位 于 由 U’ 和 Ur?” 确定 的 直线 上 时 ， 第 一 个 
和 最 小 。 因 而 ， 给 定 U 后 ,我 们 已 经 确定 了 使 和 UVW 的 周 
长 极 小 化 的 V 和 WW 的 位 置 。 | 

现在 ， 我 们 只 需要 确定 的 最 佳 位 置 ( 见 图 3.14)。 由 于 
AB8 和 AC 分 别 是 UU’ 和 UU?" 的 垂 家 平分 线 ， 因 而 人 UV’'AU? 
是 AU' = AU = AU’ 的 等 腰 三 角形 。 人 UV AU” 的 底 边 KU 
的 长 座 就 是 人 VVW 的 周 长 。 因 为 ZU’AU*=2 人 ABC， 所 
以 LU“ AU* 是 圈定 的 。 因 此 ， 当 人 UAU? 的 等 腰 最 短 时 ， 
它 的 底 边 最 短 ， 当 AU 最 短 时 ， 这 个 腰 最 短 ， 注 意 当 AU 垂直 
于 BC 时 ， 也 就 是 ， 当 4U 是 高 时 ，AU 达到 最 小 的 可 能 值 。 
和 A45C 是 锐角 三 角形 的 事实 ， 保 证 了 4 处 的 高 的 垂 足 落 在 
BC 边 上 。 因 而 ， 我 们 现在 已 经 叭 一 地 确定 了 周 长 最 小 的 内 
接 三 角形 ， 
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此 外 ， 很 清楚 的 是 ， 如 果 人 UVW 是 最 小 三 角形 ， 无 论 
U 相对 和 4 有 什么 性 质 ，V 相对 8 就 有 同样 的 性 质 ， 而 W 相 对 
C 也 有 同样 的 性 质 。 由 于 在 一 开头 我 们 可 以 圈定 V 或 W 来 代 


图 3.13 图 3.14 


赫 局 ， 所 以 这 是 芙 的 。 从 而 ， 我 们 已 经 证 明了 

定理 17 给 定 一 个 锐角 三 角形 ， 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 
的 顶点 就 是 给 定 三 角形 的 高 的 牌 足 。 
这 个 最 小 三 角形 称 为 熏 足 三 角形 。 定 理 17 间 楼 地 处 理 了 在 三 
角形 台球 桌 上 击 一 球 ， 使 它 经 过 两 六 反射 后 返回 原 位 置 的 问 
题 。 这 个 定理 表明 ， 对 于 球 的 特定 位 置 ， 我 们 能 够 做 到 达 一 
点 。 在 你 研究 从 任 一 位 置 出 发 是 否 能 做 痢 这 一 点 之 前 、 试 解 
决 ， 

问题 30。 我 们 沿 着 什么 方向 击 位 于 惩 形 台 球 桌 上 的 宫 
球 时 ， 可 使 它 经 有 限 其 反射 后 返回 原 位 置 ? 沿 什么 方向 击 球 、 
时 ， 可 使 它 击 中 桌 上 的 另 一 个 球 ? 对 于 任何 其 它 形状 的 台球 
捍 ， 你 能 够 解决 这 些 问 题 吗 ? 假设 球 是 一 个 点 。 

提示 “用 桌子 的 边 作为 镜面 来 反射 桌子 和 球 ， 然 后 再 反 
射 由 反射 所 得 的 象 ， 等 等 

问题 31。 如 果 内 接 于 一 个 号 n 边 形 的 周 长 最 小 的 n 边 形 
存在 ， 那 么 它 必须 有 什么 性 质 ? 

在 几 年 前 刚刚 第 一 次 作出 的 和 我 们 刚才 已 经 解决 的 问题 
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有 有关 的 一 个 猜测 是 

猜测 ， 夫 接 于 给 定 三 角形 的 任 一 三 角形 必 拒 前 者 分 成 四 
个 较 小 的 三 角形 ， 内 接 三 角形 的 周 长 决 不 能 小 于 其 它 三 个 三 
角形 每 一 个 的 周 长 。 

琴 令 还 没有 人 证 明达 个 猜测 。 在 上 壕 的 猜测 中 用 “面积 ” 
代替 “ 周 长 ” 所 得 的 问题 ， 已 经 用 一 种 不 是 这 本 书 中 所 讨论 
的 思想 为 基础 的 方法 解决 了 , 

1935 年 保 尔 ' 厄 尔 多 斯 (Paul Erd6s)? 猜 出 有 关 三 角形 的 
一 个 新 奇 的 定理 。 

定理 18( 厄 尔 多 斯 - 英 德 耳 ) 如 果 P 是 三 角形 4BC( 内 部 
或 边界 上 ) 的 任 一 点 ， 又 如 果 pu,pb 和 pe 是 已 到 人 A4BC 的 三 
边 的 距离 ( 见 园 3.24(a))， 则 

P4+PB+PCD>2(po+pb+po)。 
进而 ， 当 且 仅 当 人 ABC 是 等 边 三 角形 ， 而 且 己 是 它 的 外 接 
圆 中 心 时 ， 上 式 中 等 号 成 立 。 

两 年 之 后 ，1937 年 ,了 , 莫 德 耳 和 D.R. 巴 罗 (Barrow) 
证 明了 后 尔 多 斯 的 猜测 ， 但 是 他 们 的 证 明 都 不 是 初等 的 。 后 
来 ，1945 年 D。*K。 卡 扎 里 诺 夫 发 现 了 一 个 以 反射 思想 为 基础 
的 初等 证 明 。 在 介绍 他 的 证 明之 前 ， 我 们 要 介绍 厄 尔 多 斯 猜 
测 的 某 些 动机 ， 我 们 还 要 证 明 一 些 辅 助 定理 。 

厄 尔 多 斯 是 怎样 作出 他 的 猜测 的 ? 他 提出 这 个 想法 的 依 
据 是 什么 ? 一 种 可 能 性 是 因为 他 推广 了 三 角形 的 外 接 辕 什么 
R 和 内 切 圆 中 径 7 之 间 的 欧 拉 (Euler) 不 等 式 

R>2r, 
仅 对 等 边 三 角形 ， 其 中 的 等 号 成 立 。 这 个 不 等 式 是 欧 拉 证 明 
的 下 述 定 理 的 一 个 推论 。 
定理 ( 欧 拉 ) 三 角形 的 内 切 贺 和 外 接 圆 中 心 之 间 的 距离 
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的 平方 起 Raz - 2Rr， 

由 于 Ri-2Rr;>0 且 R>0, 
因此 及 -27 之 0， 
和 PA +PB+PC 与 3R 类似 ， 而 和 pe+pb +pe 与 3r 类似， 
所 以 ， 作 出 厄 尔 多 斯 的 猜测 是 合理 的 。 当 然 ， 或 许 他 有 更 多 
的 证 据 ， 

由 于 欧 拉 不 等 式 R 之 2+ 本 身 就 是 一 个 有 趣 的 结果 ， 所 以 
我 们 要 打 断 关于 厄 尔 多 斯 - 莫 德 耳 不 等 式 的 讨论 ， 先 来 给 出 
不 等 式 R 之 27 的 两 个 证 明 。 第 一 个 证 明 建 立 了 欧 按 定理 虱 = 
R? -2Rr， 其 中 如 是 三 角形 的 内 切 圆 中 心 和 外 接 加 中 心 之 间 
的 距离 。 第 二 个 证 明 仅仅 建立 了 不 等 式 R 之 2r， 而 且 至 少 是 
泵 明显 地 利 让 了 反射 的 思想 ， 

在 第 一 个 证 明 的 过 程 中 ， 我 们 要 用 以 下 两 个 引 理 。 


图 3.15 图 3.16 


引 理 1 设 XY 是 中 心 为 2 的 圆 的 一 条 直径 ( 见 圆 3.16)。 
设 X%Y 与 圆 的 苞 4B 相 交 ， 又 设 0/ 是 交点 。 则 1 
AO’ . 0’B=X0O’ .O’Y, 
证 明 因为 . 
LAO'Y= LXO'E 和 LXEO’ = /AYO’, 
所 以 三 角形 0' AY 与 0' XE 相似 。 
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内 而 XO = 5 
如 果 XY 不 是 直径 而 是 与 4E 相 交 的 任 一 政 ， 上 面 的 证 明和 结 
论 仍然 有 效 。 


引 理 2 设 4BC ( 见 图 3.17) 是 内 切 圆 中 心 为 0 的 三 角 
形 ， 叉 设 E 是 ABC 的 外 接 圆 的 (不 包含 4 的 ) 疾 BC 的 中 点 。 
则 

EB= EQ’ = EC., 

证 明 设 P 是 八 48C 的 对 着 4 的 外 心 ， 即 设 P 是 角 A4 和 
外 角 UBC，VCB 的 平分 线 的 交点 ( 见 图 3.17)。 (容易 证 明 这 
三 条 线 交 于 一 点 。) 角 平分 线 BO“ 与 BP 是 懂 站 的 ， 这 是 由 于 
被 它们 平分 的 角 构 成 一 个 下角 类 似 地 ， 角 平分 线 CO’ 与 CP 
也 垂直 。 所 以 ，0’ 和 P 了 是 通过 8 和 CC 的 圆 的 一 条 直径 的 端 
点 。 这 个 圆 的 中 心 是 它 的 直径 OP 与 它 的 一 条 站 BC 的 垂直 
平分 线 的 交点 , 但 是 A0’P 是 LBAC 的 平分 线 。 所 以 ， 
A0’P 在 人 ABC 的 外 接 克 的 (不 包含 4 的 ) 颖 BC 的 中 点 处 切 
开 这 段 弧 ， 这 个 中 点 也 是 BC 的 垂直 平分 线 上 的 一 个 点 ， 从 


谢 ， 中 点 是 通过 P,C,0/ 各 的 间 的 中 心 ， 击 且 EB = E07 
=EC,. | 
欧 拉 定理 的 证 明 呈 。” 设 ABC 是 给 定 的 三 角形 , 设 0 和 0 
分 别 是 它 的 外 接 圆 的 中 心 和 内 心 , 设 D 位 于 4B 之 上 , 且 0 人 D 
异 直 于 AB， 设 E 是 颖 BC( 不 包含 4 的 那 段 ) 的 平分 点 ， 又 设 
EOF 和 X00’Y 是 外 接 贺 的 直径 。 用 2 表示 00’， 我 们 有 
XO' =R+d 和 0’Y=R-d, 


根据 引 理 1， 
AO’ .OE=(R-4d)(R+d), 
根据 引 理 2 ， 
O'E=EC., 
于 是 (CR-d)(R+d)= AO0’ .EC, 


三 角形 40'D 和 FEC 是 直角 三 角形 。 但 是 ， 由 于 了 角 DA0O’ 
《有 即 B84AE) 和 CFE 从 外 接 贺 上 切 下 竺 缠 ( BE 和 EC)， 于 是 
它们 相等 。 所 以 ， 三 角形 404D 与 了 EC 相似 ， 从 而 ， 

人 =F 或 0'D.EF-A0’.EC. 
由 于 0'D=r+ 和 EF =2R， 这 个 等 式 可 写成 
re 2R=(R-d)(R+d)= Rd, 

因此 ， di=R:-2Rr, | 

我 们 已 经 说 过 ， 由 于 R 汪 >0， 最 后 的 备 式 蕴 涵 着 不 等 式 
R>2r. 
”在 不 等 式 R 之 2 的 第 二 个 证 明 过 程 中 ， 我 们 也 需要 两 个 
引 理 。 


@ 另 一 个 证 明 包 含 在 《 蚀 政 利 问 题 集 »》 (Hungarian Problem Book， 
本 从 书 即 将 出 版 的 一 要 ) 中 ， 见 问题 1897/2 的 注释 2。 那 个 证 明 属 于 L，。 和 费时， 
他 那 时 是 个 中 学 生 。 
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引 理 5 ”考虑 有 固定 底 边 BC ,而 顶点 V 沙 在 与 BC 平行 
的 直线 ! 上 的 三 角形 


,~ 瑟 yy ( 见 图 3.19)。 设 MQ 是 
一 2 一 BC 的 垂直 平分 线 。 则 ， 


随 着 耻 沿 ! 移 近 Q@， 三 
角形 VBC 的 内 切 圆 尘 
径 要 增 大 。 
证 明 作 以 B 和 C 
为 焦点 的 糊 贺 ， 使 得 椭 贺 上 的 每 一 点 上 满足 条 件 
BE+EC=BV +VC., 
那么 ， 对 上 上 满足 VCR<VQ 的 任 一 点 V”， 
BV’ +V’C<BV +VC, 
由 于 VV’ 位 于 椭 贺 的 内 部 ， 三 角形 BVC 的 周 长 P 就 大 于 三 角 
形 BV'C 的 周 长 P/。 
设 了 是 三 角形 BVC 的 内 切 圆 华 径 ,而 7 是 三 角形 BV'G 
的 内 切 圆 件 径 。 由 于 这 些 三 角形 的 面积 是 相同 的 ， 所 以 我 们 
有 【〔 见 问 题 12 的 解答 》 
r P’r’ 


TC(BVC) = =T(BV'C) = 一: 


图 3。19 


由 于 P>P', 由 此 推出 r<r’。|] 

引 理 4 ”考虑 有 固定 底 边 8B8C， 顶 点 U 位 于 与 8C 在 C 
点 构成 定 角 的 直线 工 上 的 三 角形 〈 见 图 3.20) 。 则 随 着 U 
治 ! 离 C 向 远 处 移动 ， 三 角形 UBC 的 内 切 辆 中 径 贤 悄 大 ， 

证 明 设 VC<U'C. 为 比较 三 角形 UBC 和 1 BC 的 内 
切 圆 中 径 * 和 7 ， 我 们 想起 三 角形 的 内 切 贺 中 心 是 它 的 三 条 
角 平 分 线 的 交点 。 很 清楚 ， 当 0 沿 ! 离开 C 移 动 到 U’ 时 ，B 
角 增 大 而 角 平 分 线 的 交点 0 离开 C 沿 人 C 的 角 平 分 线 移 动 到 
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0/。 所 以 r<r。 
不 等 式 R>2r 的 第 二 个 证 明 ， 如 果 给 定 的 三 角形 是 等 边 
的 ， 则 R=2r, 等 号 成 立 。 


图 3.20 图 3.21 


假设 给 定 的 三 角形 不 是 等 边 的 。 记 顶点 为 4,8,C ,并 
使 得 AC 是 它 的 最 短 边 ， 和 4 角 比 C 角 小 ( 见 图 3.21)。 设 R 是 
三 角形 48C 的 外 接 圆 天 的 时 径 ， 又 设 e 是 天 中 的 内 接 等 边 
三 角形 的 边 长 。 于 是 AC<e。 沿 圆周 K ， 我 们 移动 4 离开 C 
直到 一 点 4“ 处， 使 得 4C =e。 设 中 是 等 边 三 角形 487C 
的 第 三 个 顶点。 用 r(%Y2Z) 表 示 三 角形 XY2Z 的 内 切 圆 千 
径 ， 我 们 现在 要 来 证 明 

rCABC)<r(A’BC)<r(A’B’C) - 卫 。 


为 证 第 一 个 不 等 式 ， 我 们 沿 BC 的 平行 线 移动 4 直到 4 C 上 
的 4 处 。 按 引 理 3 ，7(C4BC)<rC4 BC)。 接 着 我们 沿 
4A'C 从 4 移动 到 4 。 按 引 理 4,r(4"BC)<rC4' BC7。， 这 
样 就 建立 了 第 一 个 不 等 式 。 为 证明 第 二 个 不 等 式 ， 我们 治 
A' 的 平行 线 把 已 移动 到 .号 ,然后 沿 B'C 从 有 移动 到 B’. 
因此 ， 如 果 A48BC 不 是 等 边 三 角形， 则 r(4BC)<R/2 或 
R>2r(ABC), | 
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问题 32. 利用 反射 原理 和 下 汪 结 果 : 在 面积 相同 的 所 有 
n 边 形 中 ， 正 7 边 形 有 最 小 的 周 长 ( 它 是 问题 21 后 面 那个 定 
理 的 对 偶 提 法 ) ,证明 :如果 忆 点 位 于 面积 为 了 的 三 角形 ABC 
的 内 部 ， 则 

PA+PB+PC>2vv 3T. 
问题 353。 证 明 上 面 的 不 等 式 蕴涵 着 
PA+PB+PC>6r=2(r +r +7), 

这 个 结果 进一步 证 实 了 定理 18。 画 一 个 三 角形 ， 并 选取 一 个 
办 点 P， 测 量 它 到 顶点 和 边 的 距离 。 所 得 的 结果 是 否 符合 这 
个 定理 ? 

为 了 证 明 厄 尔 多 斯 - 莫 德 耳 定理 ，D， KK，。 卡 扎 里 诸 夫 利 
用 了 勾 股 定理 的 一 个 很 少 为 人 所 知 但 非常 漂亮 的 推广 ， 即 一 
个 属于 帕 普 斯 的 定理 。 

定理 19( 帕 普 斯 》 设 4BC 是 任 一 三 角形 , 设 AA'C’C 
和 BB?C*C 是 在 AC 和 BC 上 作 的 任意 两 个 平行 四 边 形 ， 
使 得 或 者 两 个 平行 四 边 形 都 在 三 角形 之 外 ， 或 者 二 者 部 不 完 
至 在 三 角形 之 外 ( 见 图 
3.22)。 延 长 它们 的 边 
A’C’ 和 B*C* 交 于 P ,在 
48 上 作 第 三 个 平行 四 
边 形 4BP7P' ， 使 4P/ 
平行 于 CP, 日 4P'= 
CP、 则 口 4BP*P’ 的 
面积 等 于 平行 四 边 形 
. AA’C’C 与 BB”CYC 的 

图 $8.22 面积 之 和 。 

对 符 行 四 边 形 在 三 角形 之 外 的 情形 ， 图 3.22 中 包含 着 定 
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理 的 证 明 ， 另 一 种 情形 的 证 明 也 同样 简单 。 注 意 ， 当 给 定 的 
三 角形 是 直角 三 角形 ， 工 在 它 的 勾 和 股 上 给 定 的 平行 四 边 形 
是 正方 形 时 ， 则 帕 普 斯 定理 就 特殊 化 了 ， 而 成 为 勾 股 定理 。 

间 题 34。 假 没 三 角形 4BC 的 边 4C 和 BC 上 的 平行 四 
边 形 有 一 条 公共 边 。 试 在 这 种 情形 下 ， 把 帆 普 斯 定 吝 推广 到 
三 维 情形 ， 

注意 ， 问 题 34 中 所 考虑 的 情形 实际 上 并 不 是 一 种 特殊 情 
形 ， 一 般 情形 总 能 化 成 它 ( 见 图 3,22， 其 中 PC 是 阴 影 部 分 
的 帮 行 四 边 形 的 公共 边 )， 下 面 在 定理 18 的 证 明 中 ,我 们 将 要 
应 用 这 种 貌似 特殊 情 形 下 的 帕 普 斯 定理 ， 

在 定理 18 的 证 明 中 ， 我 们 还 要 用 到 一 个 平面 儿 何 的 定 
理 。 它 告诉 我 们 在 什么 条 件 下 ， 不 等 式 

P4+PBP+PC>>2(0po+pb+po) 
中 的 等 号 成 立 。 

引 理 给 定 以 0 为 外 接 加 中 
心 的 一 个 三 角形 4B8C， 则 A 和 角 
的 平分 线 也 平 分 40 与 4 到 BC 
边 上 的 高 之 间 的 夹 角 ， 

证 明 设 AD 是 高 ，AM 是 
A 的 平分 线 ， 又 AOS 是 外 接 
圆 的 直径 ( 见 加 3.23)， 于 是 9.23 
人 4BS 和 人 ADC 是 苞 角 ; 此 外 ， 

人 ASB = LACD， 这 是 因为 它们 都 用 人/2 来 度量 。 所 以 ， 
三 角形 C4D 与 S4B 相似 ， 人 LBAS= LDAC。 由 于 AM 是 
A 的 平分 线 ， 于 是 
LSAM = /DAM., | 
我 们 现在 能 够 证 明 厄 尔 多 斯 - 莫 德 耳 不 等 式 一 一 定理 18 
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了 。 证 蝎 的 关键 是 第 一 步 ， 期 尽 射 刻 理 的 应 用 设 三 角形 
ABC 已 给 ， 又 设 P 是 其 内 部 职 边 界 上 的 任 一 点 。( 见 图 3.24 

(a)》 我 们 用 一 个 新 俯 A4B'C' 来 代替 入 ABC， 其 中 B8’ 和 C 
分 别 是 8B 和 C 相对 的 平分 线 4D 的 反射 ( 见 图 3.24(b))。 
我 们 没有 去 改动 了 点， 记 住 这 一 点 很 要 紧 、 把 帕 普 斯 定理 用 
于 和 人 AB’C’， 考 虚 由 A ,了 和 C’ 以 及 A,P 和 8’ 确定 的 两 个 
再 行 四 边 形 ( 见 图 3.24(c7 和 (d)， 它 们 的 面积 之 和 是 

cpb + bpe, 


图 3.24 


第 三 个 平行 四 边 形 〈 它 的 底 边 8'C’ 长 座 为 a， 而 邻 边 平行 
且 等 于 P4) 的 面积 小 于 或 等 于 a , PA， 当 且 仅 当 AP 垂直 
于 BC' 时， 等 号 成 立 。 按 86 页 上 叙述 的 引 理 ， 仅 当 了 位 于 
40 上 时 ， 这 才 可 能 出 现 ， 其 中 0 是 A4BC 的 外 接 贺 的 中 
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心 。 这 样 一 来 ， 按 帕 普 斯 定理 
cps +bpe<aPA 或 pb + 二 pe<<PA。 


类 似 地 ， 有 
a b a 
BPe + 了 pe<PB 和 Pa +sPp Po., 


把 后 面 三 个 不 等 式 的 右 端 和 左 端 分 别 相 加 ， 我 们 求 出 
PA+PB+PC 


>(2 + )ne + ($ + 二 )m 十 (5 + )Pe. 
右 端 每 个 系数 至 少 是 2 ， 为 什么 ?( 如 果 你 不 清楚 的 话 ， 见 第 
了 .2 节 。) 所 以 
P4+PD+PC>2(pe+pb+pe)。 
当 且 仅 当 a ==o， 并 且 己 位 于 40,BO 和 CO 之 上 时 ， 等 
号 成 立 ， 也 就 是 说 ， 当 上 日 仅 当 人 入 ABC 等 边 ， 且 了 是 它 的 中 
心 时 ， 等 号 成 立 。 | 
厄 尔 多 斯 - 莫 德 耳 不 等 式 的 第 二 个 初等 证 明 已 由 工 ， 班 
柯 夫 ( 工 ,Bankoff) 发 现 : 。 
间 题 35。 如 果 点 已 位 于 三 角形 4BC 之 中 , 则 
PA .PB.PC>8ps* pe pe, 
仅 当 三 角形 等 边 了 了 是 它 的 中 心 时 ， 竹 号 成 立 。 
提示 ”应 用 不 等 式 4PA 之 cp + bpe 等 以 及 定理 8 。 
下 面 两 个 问题 属于 马 来 亚 大 学 的 A，. 奥 本 海 姆 (A.0p- 
penheim) 数 授 ， 他 把 问题 35B 列 为 一 个 难题 。 


@ American Mathematical Menthly, Volume 65，521，1958。 
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问题 35A， 设 ge = po +Pe，95 =1pe+po， 以 及 
qe = Poa+pp。 | 

证 明 PA. PB. PC>40969e。 

问题 355B 。 证 明 

PDB.PC+PC.。P4+P4.PB>Dqage+dqeqga+qgecdbe 

问题 36。 寻找 三 角形 的 应 尔 多 斯 - 莫 德 了 不 等 式 在 三 维 _ 
空间 中 的 推广 。 我 们 注意 ， 尽 管 正确 的 推广 已 经 为 人 所 知 
了 ， 但 是 还 没有 人 发 现 它 的 证 明 。 包 含 着 从 四 面体 内 的 一 点 
己 到 四 面体 的 面 、 术 和 顶点 的 距离 的 其 它 可 能 的 不 等 式 是 什 
人 么 ? 

问题 37。 在 一 个 给 定 的 凸 四 边 形 中 , 哪 一 点 到 各 顶点 的 
距离 之 和 最 小 ? 如 果 四 边 形 不 是 山 的 ， 解 是 什么 ? 

问题 38。 用 三 角形 代替 四 
边 形 ， 上 述 问 题 的 解 是 什么 ? 首 
先 考虑 锐角 三 角形 。 

问题 39。 在 给 定 的 三 角形 
内 ， 求 最 大 的 痿 形 ， 它 的 一 个 角 

”3.25 是 三 角形 的 一 个 角 ， 见 图 3.25。 

问题 40。 假设 三 角形 4BC 的 边 符合 关系 4<b<e。 如 
果 so,sbyse 分 别 是 从 顶点 4 ,B,C 出 发 的 中 线 的 长 度 ， 又 
如 果 fo,fs，, fe 分别 是 从 这 些 顶 点 出 发 的 角 平 分 线 的 长 度 , 试 
证 明 ， 


so>so>s。 和 fo>fo>fe, 
问题 41( 厄 尔 多 斯 )。 设 己 是 三 角形 4BC 内 的 任 一 点 ， 
又 假设 AP ,BP 和 CP 的 延长 线 分 别 交 各 边 于 4 ,B 和 C ， 
证 明了 A’ +PB' +PC' 小 于 三 角形 最 长 边 的 长 度 。 
问题 42。 4,b,c 和 4 是 正 数 。 证 明 


89 


， & a 
(a) 了 < 了 区 洒 着 个 <5 < 了， 


Cb) 一 十 


(oO) waf+f5<va +v Db, 

《d) (4 + 而】 > a=1,2,3, 本 

问题 43。 在 通过 某 定 角 C 内 部 的 一 个 定点 五 的 站 线 从 
该 角 切 下 的 所 有 三 角形 ( 见 图 3.26) 中 ， 哪 一 个 的 面积 最 小 ? 

问题 44。 设 区 域 4BDC( 见 图 3.27) 是 是 的 ， 又 设 AB 与 
CD 平行 。BD 的 切线 BF 必须 在 什么 位 置 才 使 AEFC 的 面 
积 最 小 ? (站 线段 EF 与 曲 线 BD 相声 如 果 EF 和 BD 至 
少 有 一 个 公共 点 ， 而 且 BD 的 不 在 EF 上 的 所 有 点 都 位 于 
EF 的 同一 侧 。) 


4 房 .三 
~ | 了 
C C D F 


图 3.26 图 3.27 

器 题 45( 费 叶 轧 - 托 特 )。 在 球 的 表面 上 ， 两 点 间 的 距离 
是 以 这 两 点 为 端点 的 大 圆 上 的 最 短 弧 的 长 底 。 孝 虑 球 表面 上 
的 nn 个 点 ， 又 设 S 是 这 些 点 的 不 同 对 子 之 间 的 距 高 的 总 和 。 
人 们 会 问 ， 这 nn 个 点 处 于 什么 位 置 时 ,产生 S 的 最 大 值 5,? 
当 n =2,3,4,5,6 时 ， 这 个 问题 已 经 解决 了 。 给 出 当 2 委 4 的 
解 。 你 能 猜 出 $x 和 52k+: 的 值 是 什么 吗 ? 你 能 给 出 5 的 一 
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个 不 等 式 吗 ? 

间 题 46。 一 个 三 角形 的 最 短 的 面积 平分 防 是 哪 一 条 ? 
最 长 的 又 是 哪 一 条 ? 

提示 “首先 证 明 以 下 的 定理 。 

定理 ”在 具有 - -个 公共 角 的 面积 相同 的 两 个 三 角形 中 ， 
类 该 角 的 鸯 边 长 度 之 差 较 小 的 三 角形 有 较 短 的 底 边 。 

问题 47。 在 问题 46 中 用 “ 周 长 ”代替 “面积 ” ,并 解决 这 
个 新 问题 。 

问题 48。 设 Q 是 周 长 为 P 的 是 四 边 形 .假设 ! 和 mw 是 两 
条 垂直 的 蓄 ， 它 们 把 0 的 周 长 分 成 四 等 份 。 证 明 如 果 卫 是 咽 
和 的 长度 之 和 ， 则 世 P/2， 且 仅 对 乱 形 等 导 成 立 。 这 个 
问题 除 特殊 情形 外 还 未 解决 。 
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第 四 章 ”提示 和 解答 


关于 怎样 解决 问题 和 证 明定 理 ， 我 所 能 提出 的 最 好 的 劝 
告 是 ， 去 干 ， 去 实践 ， 构造 例子 来 作为 一 般 提 法 的 证 据 和 提 
示 ; 考虑 特殊 情形 ; 做 出 薄 测 痉 决 定 你 的 例子 是 肯定 它们 还 
是 否定 它们 ， 力 图 利用 或 经 过 修改 再 利用 你 便 经 在 别 的 场合 
应 用 过 或 磁 到 过 的 推理 ;如 果 你 已 经 陷 大 困 卉 ， 那 就 干脆 休 
息 ， 然 后 在 另 一 天 重新 开始 你 的 努力 ， 使 用 笔 和 纸 ， 保 留 一 
份 你 的 思路 的 记录 总之， 你 越 富 于 好 奇 心 ， 你 将 获得 的 经 
验 就 越 多 ， 你 将 学 到 的 东西 也 就 越 多 。 思 孝 数 学， 研究 数 
学 ， 享 受 数 学 中 的 乐趣 到 ! 

要 想 知 道 以 上 说 到 的 力 至 更 多 的 建议 的 详尽 的 发 挥 和 并 
述 ， 我 建议 你 们 去 读 G“。 波 利 亚 〈G，P6lya) 的 书 《 怎 样 解 
题 》 了 和 《数学 与 似 甘 推理 》: 。 当 你 所 有 的 尝试 都 失败 了 以 
后 ， 你 可 以 问心 无 愧 地 陪读 下 面 给 出 的 提示 和 解答 ， 但 是 ， 
只 应 当 读 到 使 你 能 自己 独立 地 续 完 解答 所 需要 的 那么 多 为 
止 。 

最 好 记 住 可 把 问题 分 成 三 类 ， 不 能 解决 的 ， 认 为 我 自己 
能 解决 的 以 及 已 经 解决 了 的 。 当 你 已 经 完成 了 你 的 解答 一 一 
这 就 是 说 你 已 经 把 它 写 几 来 了 ， 使 得 基 个 还 不 知道 解 而 且 还 
爱 大 惊 小 怪 和 挑 毛 病 的 人 能 够 读 懂 它 ， 而 不 必 再 添 进 那 些 被 


QD How to Solve It, Princeton University Press，1945。 
@ 特别 是 第 一 着 。Mathematics and Plausible Reasoning, Prineeton 
University Press, 1954, 
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你 在 叙述 中 忽略 掉 的 细节 一 一 之 后 ， 把 书 中 的 证 法 与 你 的 比 
绞 比较 一旦 你 知 放 了 一 个 问题 是 怎样 解决 的 ， -个 定理 是 怎 
样 证 明 的 之 后 ， 再 试图 给 出 一 个 不 同 的 解法 或 证 明 。 你 能 改 
进 你 已 经 求 出 的 解 或 者 改进 我 给 出 的 解 吗 ? 顺便 提 一 句 ， 如 
和 
你 的 解答 寄 给 《美国 新 数学 丛书 》 的 编者 或 者 寄 给 

下 面 并 不 讨论 书 中 给 ee 在 
个 特定 的 问题 时 ， 也 可 能 只 给 出 一 个 提示 或 解 的 一 部 分 。 有 
时 还 会 提 到 别 的 问题 和 定理 。 放下 解答 都 有 进一步 的 工 
作 可 做 。 在 写 出 每 个 解 时 ， 我 假设 读者 已 经 熟悉 了 问题 ， 关 
且 认 其 地 尝试 过 去 解决 它 。 


练习 ]。 定 义 |! 给 出 7 过 9， 利 用 p=1/2 的 定理 4 ,我 们 
得 出 7 之 3。 现在 可 从 定理 2 推出 要 求 的 结论 。 | 
练习 4， 1/3 +w277 较 大 ， 我 们 可 这 样 去 发 现 它 ， 如 


5 忆 a 上 
十 十 
5~ 3 7 
则 按 p = 2 的 定理 4， 
5 .15,11 ER 
+2|S+5<3+2? 
5 10 1 1 /8 2 


或 121Y60 + 5<3 tyait7’ 


NT js 1 2 5 1 1 
全- 此 < 寺 + 了 - 关 - 志 = 5。7。12。 
但 是 8/21 之 1/3。 所 以 ， 上 面 不 等 式 的 左 端 项 是 一 个 负数 ， 
不 等 式 确实 成 立 。 。 
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按照 与 上 述 步 又 相反 的 坎 序 写 出 一 个 细致 的 证 明 ， 大 在 
必要 处 加 以 补充 。 


问题 1. 我 们 首先 证 明 


2k-1 A、 4K-3 _ , 
WR IR Rls2s3,0 sm) 《类 ) 


在 显然 正确 的 式 子 1 > 0 的 两 端 加 上 16K: 一 12K?， 我 们 得 到 
不 等 式 


16K3 一 12K2 +1>>16K’ — 12k* 
或 (2K —1)°(4K +1)>(2k)°(4K — 3), 


按 定理 3 和 4， 它 与 ( 米 ) 等 价 。( 在 动手 做 的 时 候 ， 可 从 假 
谈 ( 米 ) 为 萌 开 始 ， 化 归 ] 之 0 ， 然 后 把 步 又 倒 过 来 就 可 得 到 


对 从 1 到 nn 的 每 个 整数 ， 不 等 式 ( 米 ) 分 别 是 ， 
~ ,3 V5 ， An-7 7 
;> 了 > 3 9 “9 2 wn—3 3” 
2n-1、 wdn-3 
an mri 
所 有 左 端 项 的 乘积 是 
工 .3 5... .2 -3,2n-1 
2 4 6 2n-2 20 。 
所 有 右 端 项 的 乘积 是 
1 V5.3 ,Vin-7, Vin-3__ 1 
v5 3 V13 Van-3 vIntl VAnt+l’ 
从 而 ， 按 定理 3， 
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27 一] 1 


1 
2n “Vin+l® 


.3 
4 


首先 证 明 
2k—1 v3k~—2 
2k 一 3KE+T CK 一 1) » 
2k~1 v3k-2 
2k “J +1 
然后 ， 与 前 面 的 证 法 类 似 进行 就 可 建立 问题 1 的 第 二 个 不 等 
式 。 
问题 2?， 


Ck =2,3,°." ,7), 


b, b, bs bn b, 
Bp tp t+ 天 + 之 nn 


《bi 之 0,1=1,2,…,n) 是 要求 的 不 等 式 ， 仅 当 如 =bs=… = 加 
时 ， 等 号 成 立 ， 
注意 


问题 5, 
log,04 = (loga10)™! 
是 logwoa 和 logal10 的 定义 的 一 个 推论 。 要 看 出 这 一 点 ， 可 变 
log。10 = 六。 则 有 
av =10 和 aa=107， 


1 
所 以 N= logioa, 


现在 用 定理 6 即 可 。( 如 果 你 需要 更 详细 一 些 ， 请 注意 


1 
logloC +logo10 = logioa + Tega? 
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设 logloa =x， 若 用 第 16 页 的 不 等 式 (3)。) 。 
问题 4. 


VB .ob 
一 -一 一 一 -一 一 一 
5 +1 处 因子 


n+1 项 
a+brtwwt+b atnb 
nr ntl° (定理 8) 
仅 当 a = 少时 等 号 成 立 。 | 
问题 5 
21 =1。2 .3 "< (人 (定理 8) 
但 是 
1+2+3 十 
| 1 十 2 + 3 +nl + 
2 + +n—1 +n-2 +"“+ 2 +1 | 
1 
=3( D+ trD rrD + tt) tCn+1) ] 
_ n(n+1) 
= 


所 以 ， 按 定理 1， 
?Cn 十 2 人 十 Ts 
"<[ 守 坊 一 (号 ， 
这 就 是 要 证 明 的 。 | 


问题 6。 如果 4 , 和 是 正 数 ， 那 么 
ab +be +eca>3(ab be。 ca)'’s 


= 3(Cabe)7a (定理 8 )， 
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和 a +b +c>3(abe)’’, (定理 8 )。 
所 以 ， 按 定理 3， 如 果 a ,5b 和 ce 是 正 数 ， 那 么 
(a+tb +e)(Cab tbe +ea)>9abe, 
如 果 4=4b=c， 则 等 式 成 立 。 如果 a ,上 和 。 中 至 少 有 两 个 
是 雳 ， 等 式 也 成 立 。 在 所 有 其 它 的 情形 下 ， 不 等 式 成 立 。 


间 题 7。 解法 ! 。 可 把 乘积 中 的 项 安排 如 下 : 
(2.)(2a) = 了 + 十 oo 2 


1 1 


分 别 券 虑 每 一 行 中 的 项 并 利 用 第 16 页 上 的 不 等 式 ( 3 )， 我 们 
得 到 , 除 第 一 行 外 ， 各 行 中 的 每 一 项 都 大 于 2 ,所 以 
(3a) (52)=" 1+(n-1).2+(n~2).2+. 


+[n—-(n-2)]. 2+1° 2; 
或 


(Le) eo) 


1 


仪 当 a = =…= aq 时， 等 式 成 立 。 | 
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解法 2 。 各 项 的 另 一 种 排 法 是 


CC， 4 a 

二 二 下 十 下 十 十 一 一 二 一 + 

a dada, a, dn_l tn 
2 92 ，Q2 a, da, 
CI 42 043 Qnr-1 lan 


nh—1 n—t 
十 一 3 + 十 十 二 1 十 
41 Za as Cn-1 Un 
二 人 Qn + 国 十 Cn Cm 
CI CC 4s Gn an’ 


在 这 个 和 中 恰好 有 2 项 ， 每 行 n 项 ， 共 有 7 行 。 观 察 各 行 和 
各 列 ， 我 们 看 出 正好 有 项 对 从 1 到 7 的 每 个 有 分 子 ak， 
又 正好 有 1 项 对 从 1 汉 n 的 每 个 《有 分 母 4:。 所 以 ， 所 有 
的 这 到 个 正 分 数 的 乘积 是 1 因此 , 按 定理 6 ,它们 的 和 至 少 
是 芭 。 当 且 仅 当 它 们 会 相 铮 时 ， 即 当 且 仅 当 41 = as =… =as 
时 ， 等 式 成 立 。 | 

你 还 能 找 出 别 的 解法 吗 ? -一 它 包含 了 对 上 面 的 如 项 和 
的 对 角 线 项 应 用 问题 2 的 结果 。 

问题 8。 下 面 给 出 发 现 证 明 的 一 条 思路 。 如 果 

lol- jl<la rol<lel + ll, 

于 是 ， 按 定理 4， 
lej-21a1 Jo) + js<le+ijsslej2+21al » jb)+ Jop 
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但 |a|:=az，|5l:=b2，|a+b|s= (Cats。 所以， 如 时 我 
们 从 后 -不 等 式 所 有 的 三 项 中 减 去 42 和 b*?， 就 得 到 结果 
一 2|al .18|<2ab<21al .1b], 
由 于 |4| 之 4 和 |12b| 宕 b ,于 是 |e]，15| 宕 4b, 为 什么 ?) 所 以 ， 
-2lal. lb|<2ab<2la|l ». 10] 
是 其 的 。 

为 写 出 证 明 ， 我 们 必须 能 把 上 述 步 又 的 次 序 倒 回 去 。 这 
样 的 逆转 不 一 定 是 可 能 的 。 例如， 如 果 x 之 y 这 1， 则 x 之 交 
之 1; 但 车 * 之 六 之 1， 却 大 不 一 定 有 x>y 之 1; 比如 假设 
x= 一 4 和 y = - 3。 不 过 ， 在 我 们 所 讨论 的 情况 下 ， 是 能 争 把 
这 些 步 难 倒 回 去 的 。 

证 明 显然 有 12]*=a?，1b|?= 妨 ，|al .16| 守 a25， 又 
~1al， [2 和 oag。 所 以 ， 按 定理 2 ， 

lal?—2|al .Jo| +|b|2<o2 + 2ab +b? 
lal?+2|al .15| + 15|?. 
由 于 (4a+b)?= la+ 5|?， 利 用 p =1/2 的 定理 4， 我 们 可 从 最 
后 的 不 等 式 得 到 要 求 的 结论 。 | 

注意 不 等 式 |a| - 15| 志 1|a+5| 实 际 上 蕴涵 着 |1a| 一 1511 
委 |e+pb|l。( 这 些 不 等 式 对 任何 实数 4 和 b 都 成 立 。) 

数 |a+5b| 是 实 线 上 从 点 a 到 点 -b 的 距离 。 数 14| + 12| 
是 从 a 到 原点 的 距离 加 上 从 到 原点 的 距离 。 于 是 ， 右 边 的 
不 等 式 蕴 润 实 线 上 两 点 间 的 距离 (a 和 一/ 可 以 表示 傅 顿 于 4 
和 引 的 值 的 任何 一 对 点 ) 小 于 或 等 于 它们 到 原点 的 距离 之 
和 。 这 个 几何 说 法 对 应 于 三 角 不 等 式 ， 即 三 角形 的 两 边 长 度 
之 和 大 于 第 三 边 的 长 度 。 类 似 地 ， 左 边 的 不 等 式 等 价 于 实 线 
上 两 点 和 间 的 距离 大 于 或 等 于 它们 到 原点 的 距离 之 盖 ， 关 对 应 
于 另 一 个 熟知 的 三 角 不 等 式 。 
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你 能 能 证 明和 解释 下 面 的 不 移 式 吗 ? 

Ci) lal- 1ol<le-bl<lel+1ol, 

Gii le-el- lp-el<latbl<la-cl+ lel. 
如 果 4 和 25 是 复数 ， 则 仍 有 

la+rbl<lal + 所 |， 

荐 且 对 于 复数 ， 这 个 不 等 式 的 几何 解释 也 是 上 面 引 用 的 三 角 
不 等 式 。 

问题 9. 设 人 是 面积 为 了 , 周 长 为 了 的 三 角形 。 设 Ai 
是 和 人 A 有 相同 的 底 边 及 周 长 ， 但 面积 为 九 的 等 腰 三 角形 。 最 
后 ， 设 人 A* 是 和 和 A 有 相同 底 边 及 面积 ， 但 周 长 为 Ps 的 等 腰 三 
角形 。 把 定理 10B8 应 用 于 入 和 入 ,得 P 之 P,。， 于 是 ， 虽 然 信 和 
人 :是 有 公共 底 边 的 两 个 等 腰 三 角形 ， 但 Ai 的 周 长 至 少 和 人 。 
的 周 长 一 样 大 。 从 而 ， 人 入 :的 面积 至 少 和 入 的 面积 一 样 大 
也 就 是 说 ，T, 宇 了 7。 | 

给 定 三 角形 入， 作 三 角形 Al 和 人 入，。 你 可 亲眼 见 到 定理 

问题 10。 我 来 证 明定 理 11A 蕴 池 定理 11B. 设 人 是 面积 
为 TT， 周 长 为 P 的 任 -三 角形 。 谈 Ai 是 面积 为 也， 周 长 为 
P, 的 等 边 三 角形。 最 后 ， 设 入 是 面积 为 了 *， 周 长 为 了 的 等 
边 三 角形 。 把 定理 114A 应 用 于 人 和 人 A: 得 717。 而 在 两 个 等 
边 三 角形 中 ， 面 积 较 大 的 那 一 个 有 较 大 的 周 长 (反之 ， 周 长 
较 大 的 那 一 个 也 有 较 大 的 面积 )。 于 是 ， 比 较 Al 和 和 2， 我 
们 就 得 出 结论 Ps<P。 | 

问题 11。 在 顽 伦 公式 (7 ) 的 两 端 同 除 以 16T? ,我 们 有 结 
果 


PacP-2a) Pi/sP-2b) PCP-20) 
CT ”一 01672575 * (C06T <1 
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上 面 乘积 中 的 每 个 因子 都 是 正 的 ， 所 以 我 们 应 用 定理 6 可 
得 ， 这 三 个 乘积 为 在 的 数 当 它 们 都 相等 时 ， 其 和 最 小 ， 这 个 
. 和 是 

(rr) P20+P-2b+ p20), 


P43 c 
而 当 P-24=P-2b=P- 2c 时 ， b , 
即 当 a =b= 6 时 ,这 三 个 数 相符 。 人 AN\ 
由 于 下 周 定 ,这 意味 着 当 4 =b=e 4 B 
中 小 1 图 4.1 


问题 12。 在 两 种 情形 下 ,等 
边 三 角形 都 是 极端 图 形 。 
提示 “利用 定理 ， 在 具有 相同 周 长 ( 或 面积 ) 的 所 有 三 角 
形 中 ， 等 边 三 角形 有 最 大 的 内 切 圆 。 
证 明 对 任 一 三 角形 4BC，27 = rP， 其 中 是 它 的 内 
切 圆 的 中 径 。 这 是 由 于 
， 


r r 了 
T= e 一 一 ® 。— - 一 国 
a pA 本 +2 (Catb+e), P 


定理 114 说 ， 对 固定 的 P， 当 4BC 是 等 边 三 角形 时 ， 了 最 
大 。 因 此 ， 对 固定 的 P， 我 们 从 关系 式 2T=Pr 看 出 当 
4BC 等 边 时 ,r 最 大 ， 如 果 了 是 固定 的 ,也 能 类 似 地 证 明 ， | 

问题 12 的 孝 分 解答 。 设 人 是 一 个 外 切 于 给 定 的 个 径 为 
7 的 圆 的 三 角形 ,又 假设 入 有 周 长 P 和 面积 7 了 , 设 人 As 是 外 切 
于 同一 个 加 的 等 边 三 角形 ， 用 Ts 和 Ps 分 别 表示 它 的 面积 和 
周 长 。 最 后 ， 设 Al 是 周 长 为 P 的 等 边 三 角形 ， 把 它 的 内 切 
加 盾 径 叶 做 ?|/。 把 上 面 的 定理 用 于 入 和 入 1， 我 们 得 出 7, 宕 7. 
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但 是 ， 如 果 一 个 等 边 三 角形 人 i， 比 另 一 个 人 s 有 较 大 的 内 切 
圆 中 径 ， 它 也 就 有 较 大 的 面积 和 周 长 ， 所 以 P>>Prz。 | 

问题 13。 如 果 有 人 想 要 介绍 一 个 很 长 的 证 明 , 或 者 要 用 
一 个 包含 很 嘿 味 的 步 始 的 推理 ， 首 先 解 释 一 下 他 将 要 做 什 
么 ， 永 远 是 个 好 办 法 ， 现 在 这 个 问题 的 解 正好 就 是 这 样 。 问 
题 13 中 提出 的 两 个 问题 的 答案 是 ， 

定理 A 在 内 接 于 一 个 给 定 圆 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 大 的 周 长 。 

定理 B 在 内 接站 一 个 给 定 圆 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 大 的 面积 。 

我 们 要 介绍 第 一 个 定理 的 一 个 完整 的 证 明 ， 并 对 怎样 证 
明 第 二 个 定理 提出 建议 。 定 理 A 的 证 明 有 两 个 主要 部 分 。 我 
们 首先 证 明 

定理 C ”在 内 接 于 一 个 给 定 圆 关 且 有 相同 底 边 的 所 有 三 
角形 中 ， 识 最 大 的 等 腊 三 角形 有 最 大 的 周 长 。 

然后 再 证 ， 在 内 搂 于 给 定 图 的 所 有 等 晨 三 角形 中 ， 等 边 
三 角形 有 最 大 的 周 长 ， 

定理 C 的 证 明 设 4B8C 是 有 
固定 顶点 4 和 8B 的 内 接 三 角形 ， 
我 们 分 别 用 4a , 6 和 ?表示 4 ,B 
和 C 处 的 角 。 当 顶点 C 沿 圆周 
移动 时 ， 角 ”保持 常 值 。 假 设 
7 的 平分 线 交 AB 边 于 XX。 设 AD 
和 BE 是 画 到 CX( 或 其 延长 线 ) 的 
垂 线 ( 图 4.2)。 那 么 图 4.2 


b si -4D， a sin 2 =BE 


102 


和 (a+b)sin = AD+ BE. CX) 


在 图 4.2 的 情形 下 ， 还 有 
LAXD=B+ 3 


因此 
LXAD= ZEBX= 工 x-(6 + 让 
= Cr68+D-(6 + 外 
四 = 二 Co- 有， 


AXeos (0- B) = AD, BXcos (0 -pb)= BE, 


和 
(AX+ BX)coss (a -Bb) =c00s3 (ah) =AD+BE.C(X*) 
《 阔 ) 和 (六 米 ) 的 一 个 推论 是 

(a+b)sin 2 y -AD+BE=oe cos 3 Ca—b), 
ccos (a- Bb) 
或 (a+b) = 


sin Ly 


. 角 y 国 定 ， 又 当 a= 有 8 时 ， 也 就 是 说 ， 当 4BC 是 等 腰 三 角形 

时 cos(a- 6)/2 最 大 .所 以 当 4BC 是 等 腰 三 角形 时 ，4+?b 最 

大 ， 除 7 = 99" 外 ， 按 C 位 于 4 的 这 一 侧 或 另 一 便 ，7 有 两 个 
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可 能 的 值 。 对 固定 的 A4 和 B， 在 两 个 可 能 的 等 腰 三 角形 ABC 
中 ， 较 小 的 7 对 应 于 较 大 的 4 + 5， 它 也 对 应 于 从 C 到 48 的 
较 长 的 高 。 | 

借助 这 个 定理 ， 容 易 证 明 : 
内 接 于 一 个 给 定 贺 的 非 等 边 的 竺 
腰 三 角形 并 不 是 内 接 于 这 个 加 的 
周 长 最 大 的 那个 三 角形 ， 我 们 只 
需 取 三 角形 的 -个 等 边 作为 新 的 
底 边 ， 并 在 这 个 底 边 上 内 接 一 个 
竺 腰 三 角形 ( 见 图 4.3)。 按照 定 
理 ， 新 三 角形 有 上 比 给 定 的 三 角形 更 大 的 局长。 由 于 我 们 洁 未 
证 明 ， 在 给 定 的 网 中 ， 最 大 周 长 的 三 角形 存在 ， 所 以 上 进 的 
增 大 非 等 边 三 角形 周 长 的 方法 不 能 看 成 航 大 图 形 存在 性 的 证 
明 。 因 和 而 我 们 需要 从 一 个 不 同 的 观点 来 探讨 定理 人。 

定理 A 的 证 明 ”考虑 到 定理 C, 我 们 需要 证 明 的 至 部 事情 
只 是 ， 在 内 接 于 给 定 圆 的 所 有 等 肢 三 角形 中 ， 等 边 三 角形 有 
最 大 的 周 长 ， 设 入 4BC 是 等 腰 三 角形 ( 见 图 4.4)， 设 CC/ 是 
垂直 于 48 的 直径， 双 设 40 是 给 
定 圆 的 一 条 中 径 , 且 40 = R. 我 们 
首先 要 说 明 ， 当 AC = R 时 ， 周 
长 24 +c 最 大 。 由 于 在 这 种 情况 
下 ，A48C 必 是 等 边 三 角形 ,， 定 
理 就 证 完了 。 


按 勾 股 定理 ， 图 4.4 
a=VIRi-AC7 和 $=VACI-O HE. 


由 于 三 角形 AC‘C 与 4C’XX 相 似 ， 
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一 一 | / -一 
AC7 -2R 或 CX= TR. 
从 而 ， 
Ea Ac?- (2) -= 往 RI AGO’? 
;= ah ) = 3R VAR -AC 
和 


6 -一 4C7/ 
4a+ 本 =v4P2- 4C (1+ ) 


=3KRV2R+AC” VIR-AO” (GR AC'). 


我 们 希望 求 出 在 什么 条 件 下 ，P 了 = 2(a + 6/2) 最 大 ，。 由 于 R 是 
固定 的 ， 当 6R?P? 最 大 时 ，P 将 最 大 ， 我 们 首先 注意 到 


6R2P?2 = 12R:(a + 2) 
= (2R+ AC’)(2R+ AC’)(2R+ AC’) (6R- 34AC’)., 


其 次 ， 我 们 注意 到 2 有 >A4C“ ,而 且 右 端 四 个 因子 之 和 是 12 尽 ， 
它 不 傅 顿 于 4C“。 这 样 我 们 就 能 利用 定理 7, 当 给 定 总 和 的 四 
个 正 数 全 相等 时 ， 其 乘积 最 大 。 使 所 有 的 因子 相等 的 4C “的 
值 由 等 式 
6R- 3AC’ =2R+ AC!’ 
确定 结果 是 
. AC’ = R。 

所 以 ，c =4， 人 入 ABC 是 等 边 三 角形 。 | 

证 明定 理 104A 与 10B 的 等 价 性 的 方法 ， 现 在 也 能 用 来 证 
明定 理 了 B， 

在 内 接 于 一 个 给 定 圆 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 角形 有 最 
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大 的 面积 。 
不 过 ， 这 个 方法 不 能 用 米 让 明 定理 BB 蕴 水 定理 A。 
定理 了 等 价 于 下 述 命题 。 
定理 ”内 接 于 一 个 圆 的 等 边 三 角形 的 边 长 之 积 ， 大 于 内 

接 于 同一 个 圆 的 任何 其 它 三 角形 的 边 长 之 积 。 

证 明 对 任 一 三 角形 4BC( 见 图 4.5)， 
2 


由 于 RR 是 固定 的 ， 我 们 得 出 结 
论 ， 当 a.2 .2 最 大 时 ， 即 当 
a=b=c 时 ，7 了 最 大 ,| 

以 上 的 讨论 阐明 了 数学 中 的 
一 个 普 表 现象 ， 简单 的 问题 往往 
需要 大 量 的 劳动 才能 回答 。 

问题 14。 定理 在 具有 给 图 4.5 
定 周 长 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 小 的 外 接 圆 。 

证 明 设 入 是 外 接 剧 第 径 为 RR， 周 长 为 P 的 三 角形 、 设 
A 是 外 接 圆 什 径 为 R， 周 长 为 Ps 的 等 边 三 角形 。 最 后 ， 设 
全’ 是 外 接 阅 秆 径 为 R'， 周 长 为 P 的 等 边 三 角形 根据 问题 
13 的 结果 ，Ps 宇 P。 所 以 

R>R’. | 

包含 面积 而 不 是 周 长 的 定理 可 类 似 地 氢 述 和 证 明 ;我们 
只 要 把 上 个 定理 及 其 证 明 中 所 出 现 的 周 长 简 单 地 换 成 面积 就 
行 了 。 

问题 15。 设 一 个 盒子 的 尺寸 是 4,b 和 0 ,而 且 开 的 一 端 
的 楼 长 是 a 和 5b ， 用 S 和 7 分 别 表示 它 的 表面 积 和 体积 ， 则 
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x 。 C 
和 sinC = 2R; 好 了 = ik 


S=2ac+2bc+ab 和 V=abc, 


[ (2ac) C2be) (Cab)] ia<3。 


由 于 (ago)2/2 = Y2“3， 这 个 不 等 式 等 价 于 


V2 9 或 Vo 
9 ,2922/3 ~ 2 .38/2. 


当 且 仅 当 
2ac =2bec=ab 
时 ， 即 当 且 仅 当 
a=b= 20 


时 ，Y 取 到 它 的 最 大 值 "%27(2， 38%2) 。 所 以 ， 体 积 最 大 的 
盒子 是 咎 个 立方 体 。 你 能 用 第 三 章 中 讨论 的 反射 原理 来 解 
决 这 个 问题 吗 ? 

问题 16。 与 问题 15 的 解答 中 同样 来 表示 这 个 盒子 的 尺 
寸 和 体积 。 于 是 22+ 2c 是 围 长 ， 而 且 


a+2b+ 20<L, 
按 定理 8， 有 
Ca 2b + 20) ia 二 + < 
或 22-a 。 Vez, 
L3 
所 以 Ven 


要 Y 达到 它 的 最 大 值 [3/(33 .2?)， 需 
a=2b= 20。 


所 以 盒子 的 次 应 与 宽 c 相等 ， 而 它 的 长 4 应 是 它 的 宽 的 两 
借 ( 或 足 它 的 高 的 两 倍 ) 。 
问题 17。 设 这 个 合子 的 尺寸 是 <,b 和 < ,于 是 它 的 楼 长 
之 和 上 是 4(4 ++c)。 按 定 埋 8， 
atb+i+e -L 
(2c) 入 一 了 一 或 VV < 

所 以 ， 当 且 仅 当 4=5b=c 时 ， 体 积 V 最 大 

V = (LV/12)3， 
盒子 的 老 面 积 3 是 

2(ab +be +ca)。 

按 定理 8，2ab< 坟 a? +b2?，2bce 扩 b+02 以 及 2c0 魏 02 +a?。 当 
且 仅 当 a =b=c 有 时 ， 在 所 有 三 个 不 等 式 中 ， 千 号 成 立 。 扬 以， 
S<<2(ar +b+c) =2Ca+b +e):— 4(ab +be + cea) 

=2Ca+b +0):—2° 


或 3S<c( 了 ) 


L 是 固定 的 。 因 此 当 4=b=c 时 ，S 是 一 个 最 大 值 。 

问题 18。 提示 ” 设 好 是 体积 为 了 的 四 面体 ,如 果 好 的 每 
个 面 都 是 等 边 三 角形 , 则 认 是 一 个 正四 面体 ,这 没有 什么 可 证 
和 的， 否则， 选取 不 是 等 边 三 角形 的 一 个 面 。 保 持 训 的 体积 固 
定 ,而 把 这 个 面 变 为 面积 相同 的 一 个 等 边 三 角形 ,并 移动 与 该 
面相 对 的 顶点 ,直到 它 位 于 这 个 三 角形 的 中 心 的 上 方 ,来 使 M 
变形 .这 样 的 变形 使 表面 积 减 小 .( 为 什么 ? 你 能 证 明 它 蚂 ? ) 
因此 ， 加 果 计 不 是 体积 为 V 的 正四 面体 ， 必 存在 体积 相同 ， 
但 表面 积 较 小 的 另 一 个 四 面体 。 根 据 假设 ， 问 题 存 在 一 个 
解 。 所 以 ， 正 四 面体 必 是 那个 解 ， 
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1884 年 及 。 斯 疼 好 (Sturm) 给 出 了 这 个 定理 的 一 个 证 明 
它 具 有 斯 坦 纳 证 明 三 角形 的 等 周 定理 的 那 种 思想 。 他 不 假设 
极端 四 面体 的 存在 。 尽 管 这 个 证 明 是 初等 的 ,但 却 并 不 简单 ， 
解 ”我 们 首先 注意 到 不 等 式 


(Cx? 十 22 7)172 十 (Cy? +92)Y ?L(x 十 乡 )2 +(u +9)2]1? 


对 任何 正 数 x,y,u 和 成立: 按照 图 4.6， 这 个 不 等 式 等 价 
于 AB+BC 宇 AC， 类 似 地 ， 不 等 式 
《X2 十 u2) 1 2 十 (J 十 V2) 17? 十 《22 +w2)1 2 
之 [xz 二 8 二 2)2+(UTD 十 幼 )2]172 

等 价 于 4D + BC +CD>>A4D， 这 里 4BCD 是 一 条 折线 路 径 。 
稍 后 我 们 将 要 利用 这 个 不 等 式 。 上 面 的 不 等 式 及 其 对 了 项 和 
的 推广 是 伟大 的 几何 学 家 赫 尔 曼 ' 冈 可 夫 斯 基 (Hermann 
Minkowski，1864 一 1909) 发 现 和 证 明 的 、 . 

假设 给 定 的 四 面体 M 有 体积 Y 和 全 面积 S。 如 果 M 不 是 
正四 面体 , 则 至 少 有 一 面 不 是 等 边 三 角形 ,我 们 可 假设 它 是 底 
面 。 我 们 用 已 表示 底面 周 长 ， 用 4 表示 底面 面积 。 现 在 假设 
六 是 从 M 变 形 得 到 的 底面 为 等 边 三 角形 ， 与 M 有 相同 的 高 的 
四 面体 。 那 么 和 NN 有 体积 VW， 全 面积 S*， 底 面 周 长 P+ 之 P， 
以 及 底面 面积 4。 
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ee ep se im rr ep me 


设 4 是 导入 的 公共 高 ( 见 图 4.7),， 设 4,b 和 ce 是 M 的 
底面 的 边 长 ， 叉 设 e 是 六 的 底面 的 边 长 ， 设 Pea,Po 和 pe 是 
从 以 的 高 在 底面 的 乞 足 到 各 边 的 算 线 的 长 诬 ， 又 设 p 是 NN 的 


对 应 的 垂 线 的 长 度 。 那 么 券 虑 M， 我 们 和 匆 道 


1 
A = 了 (Pa +bpyp + Cpe), 
S=4 + [Ap + hi) 2 


+bCp? +h2)1 ?2 top? +h)1 2] 
和 
2(5— A)= (azp2 +a2h?) LA 十 (b2p? + b2h2) 2 


+ (c2p? 十 C212)17 2。 
类 似 地 ， 考 虚 入 ， 我 们 知道 
A lape Lp 
A= 2 CP +ep +0p) = (30)p= sf P， 
Sr 一 内 + 3 Eelp? That + eCp? +h2)1’? 
+e(p? +h2)*42] 
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= + PCI+ hi) i121 
和 
2(S*— A) = (P*2p2 十 P*2h?) i173 
=[(2A)? + P*2h2]1 2, 
我 们 现在 全 
Qpa=x, bpb=y, cphe=zs ah=1l; 
bh=vy, ch=w, 
振 应 用 开始 求解 时 所 说 的 第 一 个 不 等 式 ， 于 是 
2(S ~ A) = (a2p? 十 272)1/A2 十 (52D32 + bah2) 1/2 
+ (c2p2 + C2h?)1/2 
= (XL FU 2 4 CY 02) 1 2 +(22 +2) 1 2 
[LX+Y+2) + (uty +w)2]’? 
=[ (ape +bpp + epe)? + Cah + bh + ck)” 
=[C2A)? + P2h2]!”? 
>[C2A)? + P*2h2] 1 2 
=2C5*—A), 
由 2 一 4A)>>2CS* -~ 4)， 就 可 推出 S>S+。 | 
问题 19， 设 一 个 双 杰 锥 有 体积 Y 和 表面 积 S。 变 子 杰 
匆 的 底面 舱 为 2?， 高 为 上。 那么 ， 


27 2 多 
= S =4a| (4) +m| 9 


S?2= 4a2(a? + 412)。 
提示 ”把 52 写 成 4[at+ 2a2hz+ 2ash2]， 利 用 n = 3 的 定 
理 8 ， 求 方 括号 中 和 的 最 小 值 。 
为 了 把 这 个 定理 推广 到 底 为 正方 形 的 笠 双 楼 锥 Q 上 
去 ， 首 先 把 @ 变 成 有 同样 的 底面 和 体积 的 直 双 楼 锥 尺 。 如果 
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对 半 构 成 6 的 一 个 再 梭 ， 从 高 在 旗 画 的 生 是 到 底面 各 边 的 
焉 离 是 2 ,xz,xs 和 xi， 则 @ 的 侧 表 面积 S 是 


2 D1 ax hz 1/32 
2 了 . 


4 
S=4a DCx? 二 2]172 
i=l 


> 


i=1 


(人 (为 什么 ? ) 
=af(2a)? + (4h)2]/? 
-人 (加 


后 者 是 刃 的 表面 积 。 
问题 20. 遵照 提示 ， 我 们 首先 注意 到 


A=n(r. - 


72 Pp2 r2P2 
所 以 ， A?= 4. 和 A=7A. 


但 4>xr2( 内 切 圆 的 面 积 )。 从 而 ， 
在 上 一 个 分 数 的 分 母 中 用 rr? 代 替 人 
之 后 ， 我 们 有 不 等 式 

r2 PP? Pp? 


周 长 为 P 的 加 的 个 径 是 P/2r， 因 

此 它 的 面积 是 x(CP/2z)? 或 Pz/4r。 

这 样 我 们 已 经 证 明了 周 长 为 了 的 加 上 比 周 长 为 P 的 正 n 边 形 面 
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图 4.8 


积 更 犬 。 | 
设 能 内 接 子 一 个 图 的 n 边 形 的 条 边 被 图 过 
于 nn 边 形 外 的 圆 的 部 分 上 ， 这 样 就 构成 
了 nn 个 可 以 运动 的 块 ( 见 图 4.9)。 假 
设 它们 的 总 面积 是 站。 如 果 把 这 些 块 国 
成 有 同样 边 的 任何 一 个 ” 边 形 ， 则 新 图 
形 与 加 有 辣 样 的 周 长 (如 果 这 些 块 有 重 
选 的 话 , 那么 它 比 圆 的 周 长 要 小 )。 设 工 
是 新 ” 边 形 的 面积 。 根 据 等 周 定理 ， 新 图 形 (包括 重 选 部 分 ) 
的 总 面积 工 + 天 小 于 加 的 总 面积 所以，T < 4。 | 

问题 23， 提示 图 4.10 所 画 的 每 个 同形 都 有 同 样 的 总 
周 长 上 + 。 哪 一 个 有 较 大 的 面积 ? 为 什么 ? 


图 4.10 

问题 24。 提示 图 4.11 所 画 的 边 已 标号 的 两 个 n 边 形 
有 nn 一 1 条 对 应 边 相 等 并 有 同样 的 周 长 。 

问题 25。 提示 对 于 平面 上 给 定 的 局 形 的 角 是 zx/n， 
且 ? =2,3,… 的 特殊 情形 ， 图 4.12 中 已 晓 含 了 作法 。 在 其 它 
情形 难以 给 出 解 来 。 

间 题 28。 向 题 是 ， 求 给 定 面积 为 5 的 下面, 它 的 一 部 分 
是 面积 为 4 的 国定 的 圆 盘 (24<S)， 使 它 包含 最 大 的 体积 。 

问题 27。 提示 在 图 4.13 中 
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PPi=PPp， 和 PE,=PP, 
这 是 因为 从 外 部 一 点 到 同一 球 的 切线 的 长 床 相 嫁 ， 
问题 28. 设 个 电 双 曲线 的 佳 一 点 ( 见 图 4.14)。 把 它 吴 
焦点 上 和; 联结 起 来 ， 并 作 和 角 所 了 的 平 分 线 上 。 我 们 
要 证 明 上 上 住 何 其 它 的 点 已 不 在 双 曲 线 上 ， 以 此 来 说 明 ! 是 
切线 。 设 是 F。 关 干 ! 的 反射 ， 联 结 呈 与 上 ,以 及 
于 是 ， 
IPF,— PF,|=|PF;, -PF |<F PF, 
=|ITF -TF|= ITF,. -TE,|, 
才 且 仅 当 点 P,P 和 已 共 线 时 ， 等 导 成 立 。 但 仅 当 忆 是 了 有 时 
考 如 此 。 这 样 一 来 ，! 仅 在 一 个 点 和 双 曲 线 相交 ， 而 所 有 其 
它 的 点 都 位 于 双 曲 线 的 满足 
1PF,-PF,|<|TF,~TF| = 常数 = 
的 那 一 边 。 我 们 可 把 这 一 面 称 为 双 曲 线 的 “外 部 ”。 注 意 双 
曲线 的 “内 部 ”， 也 就 是 满足 不 等 式 
|PF,— PF,|>t 
的 点 P 的 至 体 ， 是 由 两 个 分 离 的 斑 面 区 域 组 成 的 ， 
问题 29。 提示 “由 两 条 直线 构成 的 顶 角 的 平分 线 是 耳 
相 垂直 的 ， 


图 4.11 
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图 4.13 


问题 30。 在 图 4,15 中 ,联结 P 
到 P 的 虚线 段 是 点 上 从 也 到 P 了 的 一 
条 路 径 的 象 。 这 条 线段 与 矩形 的 边 
的 交点 就 是 冲 球 在 球 桌 边 上 被 反射 
的 点 ， 或 者 是 这 种 点 的 象 。 例如、 
Pw->X 一 y 一 2 一 也 就 给 出 了 
一 条 这 样 的 路 径 。 为 了 找 出 从 了 到 
Q 的 一 条 可 能 的 路 径 ， 只 要 把 已 和 
由 反射 得 到 的 的 任何 一 个 象 联结 
起 来 即 可 。 

容易 求 得 无 穷 多 个 解 的 台球 桌 
的 其 它 可 能 的 形状 是 等 边 三 角形 和 
正六 边 形 、 还 有 别 的 形状 蚂 ? 你 能 


图 4.12 


图 4 14 


用 什么 形状 的 完 公 一样 的 多 边 形 砖 无 重 克 地 覆盖 住 整个 平 
面 ? 

问题 31。 能 够 内 接 于 一 个 给 定 的 凸 " 边 形 的 周 长 最 小 
的 = 边 形 有 以 下 性 质 ， 极 小 半边 形 的 相 邻 两 边 与 包含 着 它们 
的 公共 顶点 的 给 定 i 边 形 的 边 夹 等 角 。 

问题 32。 考虑 图 4.16。 通 过 
在 三 角形 的 每 边 上 反射 而 得 的 六 
边 形 AP,CP。B8Ps 丰 面积 2 了 和 周 长 
2CPA+PB+PC)， 从 紧 接 着 问题 
21 的 那个 命题 ， 我 们 有 ， 在 面积 为 
2 了 的 所 有 六 边 形 中 ， 正 太 边 形 有 
最 小 的 周 长 。 用 上 表示 这 个 周 长 ， 
则 


2CPA +PB +PC)>L, 
借助 正六 边 形 的 面积 2T 来 计算 它 的 周 长 L， 有 
L=4vVwvaT 3 了 。 
问题 33。 在 具有 给 定 面积 个 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 大 的 内 切 圆 。 用 rs 表示 它 的 牢 径 ， 于 是 
7 7。 
但 用 等 边 三 角形 的 内 切 圆 中 径 来 表示 它 的 面积 的 公式 是 
T=3v 3r}, 
所 以 
PA+PB+PC>vVIFT 
=2wv 了 3。3 .vv 了 3r =6rgzZ6r。 | 
问题 34。 定理 设 S 是 一 个 四 面体 ， 作 三 个 三 杰 村 
它们 有 公共 的 侧枝， 并 以 & 的 三 个 面 作为 它们 的 底面 。 这 三 
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个 楼 柱 或 者 都 完 至 在 5 的 外 部 ， 或 者 没有 一 个 完 双 在 5S 的 外 
部 。 若 在 5S 的 余下 的 一 个 面 上 作 第 四 个 三 栈 柱 ， 它 的 侧 酰 是 
前 三 个 棱柱 的 公共 侧枝 的 平移 ， 则 前 三 个 棱柱 的 体积 之 和 必 
等 于 第 四 个 棱柱 的 体积 。 

问题 35。 利用 提示 和 定理 3 得 到 不 等 式 

aPA. bPB. epC 
(Cpp + bpe) (Cape + Cpa) bps +apb)， 
再 应 用 定理 8 于 右 端的 每 一 个 因子 。 

问题 36。 我 们 首先 考虑 一 个 特殊 情形 。 

定理 设 A8CD 是 名 面 面 积 都 相等 的 一 个 四 面体， 又 
设 P 是 它 内 部 的 一 个 点 。 则 

PA +PB +PC +PD>3(po tpp +pe t+pa), 
其 中 Po,Po ,Pe,Pa 是 从 书 到 各 面 的 距离 。 当 且 仅 当 四 面体 是 
正四 面体 而 且 书 是 它 的 中 心 时 ， 等 式 成 立 。 

证 明 设 各 面 的 面积 全 都 是 $$ 。 利 用 问题 34 的 推广 的 肉 
普 斯 定理 ， 我 们 能 够 用 类 似 于 证 明 三 角形 的 厄 尔 多 斯 - 莫 德 
耳 不 等 式 的 方法 来 证 得 

PA. SS>p, St+po' Sr+n，S (1> 

注意 在 证 明 人 (17 时， 我 们 莽 没 有 利用 把 四 面体 的 一 个 项 
点 或 一 个 面 同 任何 其 它 的 顶点 或 面 区 别 开 来 的 性 质 。 所 以 ， 
由 于 我 们 已 能 证 明 对 顶点 4 的 不 等 式 (17， 所 以 也 必 然 能 够 
证 明 包含 其 它 三 个 顶点 的 对 应 的 不 等 式 。 一 旦 我 们 发 觉 不 等 
式 (1) 的 左 端 包含 从 卫 到 顶点 4 的 距 询 ,而 右 端 包含 从 PP 到 及 
点 处 相 变 的 三 个 面 的 距离 ， 莽 且 当 午 清 了 我 们 记号 @ 的 涵义 


@ 在 我 们 的 记号 中 ， 我 们 只 考虑 四 个 字母 4lb cg。， 并 进行 所 有 的 循环 排 
列 ， 每 一 次 我 们 都 把 第 一 个 字母 大 写 ， 以 便 区 分 出 在 每 个 不 等 式 中 所 讨论 的 顶 
上 成。 这 样 一 来 ， 我 们 考 目的 是 4,5, 743 B,s, ds 4g D,ssb, st。 
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之 后 ， 我 们 就 能 写 下 另外 三 个 不 等 式 ， 


PDB .5SDpov S+pa* S+pa* 9， (2) 
PC.» Spa: S+pa*S+p,* 5, (3) 
PD.S>ps* St+pyb* St+pe* S, (4) 
把 以 上 四 个 不 等 式 中 的 对 应 项 相 加 ， 我 们 就 得 到 了 要 求 


芍 不 等 式 。 | 
如 果 四 面体 是 正四 面体 ， 而 且 了 是 它 的 外 接 球 的 中 心 ， 

则 

PA+PB+PC +PD=3(pe +po +pe +pa), 
和 然而， 不等式 

PA+PB+PC +PD>3(po +Ppb +pe+pe) 
一 般 说 来 不 成 立 ， 昌 然 它 很 象 是 厄 尔 多 斯 - 莫 德 耳 不 等 式 的 
站 然 推 广 。 特 别 地 ， 它 对 于 图 4.17 中 表示 的 退化 的 四 面体 
是 不 成 立 的 。 请 找 出 一 个 非 退 化 的 四 面体 ， 使 上 式 对 于 它 也 
不 成 立 。 


这 个 四 面体 进化 成 这 个 四 面体 
图 4.17 
现在 人 们 可 能 猜想 
PA+PB+PC +PD>2v 2 (po +po +pe +pa), 
对 于 所 有 的 三 直角 四 面体 (三 个 面相 互 垂 站 ?2 和 所 有 的 包含 其 
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外 接 球 中 心 的 四 面体 ， 这 个 猜想 已 经 被 证 实 了 。D*"K* 卡 所 
蜂 诺 夫 有 一 个 一 般 结果 的 证 明 ， 但 是 他 拒绝 公布 它 ， 或 许 是 
因为 它 太 复杂 了 吧 ! 你 能 找 出 一 个 证 明 来 吗 ? 

也 可 以 考虑 包含 到 模 和 顶点 的 距离 以 及 到 楼 和 面 的 距离 
移 不 等 式 。 你 能 作出 猜测 来 吗 ? 你 能 够 证 明 一 个 定理 吗 ? 

问题 37。 如 果 四 边 形 是 凸 的 ， 要 求 的 点 就 是 它 的 对 角 
线 的 交点 ， 这 是 直线 距离 是 两 点 间 最 短 距 离 这 个 事实 的 一 个 
香 接 推论 ， 如 果 ABCD 不 是 唔 的， 并 且 D 位 于 4BC 的 内 
都 ，D 就 是 要 求 的 点 ， 

问题 38。 解法 1 。 设 点 了 位 于 4ABC 内 部 ， 移 动 了 ， 
使 得 PC 是 常数 ( 见 图 4,18)， 于 是 由 反射 原理 ， 当 人 APC 
= 人 人 BPC 时， PA + 了 PB 最 小 。 在 这 种 情形 下 ， 镜 面 ( 它 们 是 P 
点 找 出 的 圆 的 切线 ) 在 改变 位 置 ， 对 每 一 面 镜子 ， 已 都 是 切 
点 ， 着 在 圆 上 正好 有 一 点 ， 使 在 该 点 相 切 的 镜面 ， 把 从 4 发 
出 的 光线 反射 到 召见 图 4.19?。 无 诊 最 小 点 已 相对 C 有 什么 
性 质 ， 它 相对 4 和 BB 也 必须 有 同样 的 性 质 。 所 以 ， 我 们 得 出 
结论 ， 在 到 顶点 4 ,B 和 2C 的 距离 之 和 最 小 的 那 个 点 P 处 ， 
角 APC ,BPC 和 APB 必 须 侈 相等 。 但 是 ， 仅 当 三 角形 没有 一 
个 角 大 于 2rV/3(120 ") 时 ， 这 才 是 可 能 的 。 人 例如， 如 果 芭 A4 
>>120"， 双 车 人 LAPB= /AAPC =120"， 则 三 角形 PAB 和 和 


图 4.19 


PAC 之 一 必 有 内 角 和 大 于 x(180")， 这 是 不 可 能 的 。 可 以 证 
有 明 ， 如 果 三 角形 的 一 个 角 至 少 是 2%/3， 则 该 角 对 应 的 顶点 就 
是 到 三 角形 顶点 距离 之 和 最 小 的 点 。 由 于 它 不 能 在 内 部 ， 因 
而 最 小 点 必 位 于 三 角形 一 条 边 上 的 某 处 ， 进一步 ， 训 能 很 容 
易 地 看 出 它 必 是 最 大 角 的 顶点 。 

解法 2 。 设 在 水 平 桌面 上 开 了 三 个 润 4,8 和 C， 又 设 
有 三 个 一 公斤 的 重 物 ， 用 穿 过 这 些 洞 工 在 桌面 之 上 点 己 处 打 
土 结 的 强 子 把 它们 共 在 桌 下 ( 见 图 4,20)。 结 的 平衡 点 就 是 要 
求 的 点 。 这 是 因为 ,为 了 达到 平衡 , 重 物 已 下 降 到 使 它们 的 总 
势能 最 小 ， 也 就 是 说 ， 使 得 和 A44“' +BB'+CC' 达到 最 大 
值 ， 但 是 

(A’A+AP)+(B’B+BP)+(C’'C+CP) 

是 常数 。 所 以 ， 在 斑 衡 时 AP + BP+CP 最 小 。 现 在 ,三 条 
绳 上 的 力 是 相等 的 ， 仅 当 它 们 彼此 成 等 角 时 三 个 相等 的 力 才 
能 平衡 。 因 此 ， 和 平衡 时 在 打 结 处 绳 间 的 角 必 相等 。 


图 4.20 


在 拉 德 马赫 尔 与 托 普 莱 茨 所 车 《趣味 数学 》@ 一 书 的 第 


中 H. Rademacher and O, Toeplitz, The Banjoyment of Mathema- 
tics, Princeton University Press, 1957。 
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34 页 上 ， 给 出 了 这 个 问题 的 另 一 种 漂亮 的 解法 ， 还 给 出 了 对 
要 求 的 点 的 -种 简单 作 图 法 。 

问题 39.!【( 由 P ,巴特 费 提出 ，G' 卡尔 曼 解决 )。 点 4 
处 的 所 有 可 能 的 萎 形 都 有 一 个 顶点 在 和 4 的 平分 线 上 ( 见 图 
4.21)。 其 中 最 大 的 一 个 在 BC 上 有 项 点。 这样 一 来 ， 只 有 
三 个 萎 形 需要 考虑 。 设 三 角形 的 面积 是 了 ， 设 菱 形 ADEF 
芍 面 积 是 7。， 又 设 4PF =x。 则 

7T。.=7 了 -LTCCDE) +T(BEF)] 

又 因 两 个 相似 三 角形 面积 之 比 与 一 组 对 应 边 的 长 度 平方 之 比 
相同 ， 我 们 就 有 


7 


b bx 
但 oe x} 
因此 ， 
be 
=p4e 
所 以 
2be 
T= Tp ro 
类 似 地 ， 有 
2ab 
T= Ta 和 T=7 ary 
所 以 ， 现 在 
下 
T, -7， = Ca b)Cab—0), 
T 
TT,= praorar bobe-a), 
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了 , -了 。= Cot Per Dy (ec-a)(lea-b?)., 

如 果 abc， 则 4c 志 2， 所 以 T ,之 Ty。 还 有 ，be 之 a?; 因 
下 ,T ,之 T，。 这 样 一 来 ,T。 ,TT 和 TT ,中 的 最 大 者 或 者 是 T ,或 
者 是 T,。 了 大 于 、 等 于 或 小 于 了 。 取决 于 ac 盖 包 ,ac = 或 
ac<b’, | 

这 个 问题 的 提出 者 和 上 
述 解 答 的 作者 都 是 匈牙利 的 
中 学 生 。 

问题 40。 按 余 怠 定理 ， 


S3 = 全 ) +b?—abcosC, 


图 4.21 


b 
s?= (z) +a?— abcosC., 
所 以 
s3 -st= 3(0— a) 


( 见 图 4.227。 由 假设 2 之 a， 从 而 ss 或 s,>>s5。 类 似 地 ， 
有 5S， Se。 
我 们 现在 考虑 角 平 分 线 
( 见 图 4.23) 。 先 延长 B4 
边 到 点 已 ， 使 得 4BE =b。 然 
后 而 出 线段 EC， 并 注 意 EC 
平行 于 AD。 由 于 AEBBC 与 
入 4BD 相 似 ， 因 而 图 4.22 
2 cos2h 


bte. .0C 
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所 以 ， 
2bceosA 
“re 
类 似 地 ， 有 
2cacos»B 
1 era 
于 是 
2d| bile +a)eosA 一 4(b +e)eos 3B | 
fo 一 fs 三 ~ 


(b+e)Ce +a) 


很 清楚 ，j 。- 六 的 符号 由 分 子 中 方 括号 里 的 量 的 符号 来 决 
定 。 由 于 假设 4<b， 因 此 有 人 A<LB 和 cos4/2>cosB/2。 
由 于 bce>ac, — 故 还 有 ble+a)>alb+t0o)。 所 以 f。>fi。 类 
似 地 ， 有 ff,。| 
间 题 41。 解法 1 假设 AB 是 最 长 边 ， 也 就 是 说 ,c>a， 

c>b。 设 PH 和 CH’ 是 三 角形 APB 和 ABC 的 高 ， 考 虚 相 似 三 
角形 PC’ 吾 和 CC’H。 则 有 

PO _PH 

CO = CH 
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此 外 ， 由 于 三 角形 PAB 与 
4BC 有 相同 的 底 边 ,所 以 
高 PH 和 CH’ 的 长 讼 之 比 与 
它们 的 面积 之 比 相 等 。 于 是 


PH PC’ T(PAB) 
CH’= CO- T(ABO) 


图 4.24 


又 因 AB 是 人 ABC 的 最 长 边 ， 因 而 CC’<c。 这样 一 来 


PCO’ T(PAB) 
< TB 
类 似 地 ， 
PA’ _.T(PBC) PB’ .TOPC A) 
<TABOY 和 5 <TCABO): 
因此 ， 
PAh’ +PB’ +POC/ < PAD) HI 
或 
eT(ABC) 


PA’+PBr’ + PO'< TABO) = cs | 


解法 2 ”提示 过 P 点 作 交 线 A*B”,B”C” 和 A”C” 分 
别 平 行 于 边 4B,BC 和 AC ( 见 图 4.25) 。 考虑 三 角形 
PA”Cs ,PA”B” 和 PC" B"。 证 明 P4' + PB' + PC' 小 于 这 
三 个 三 角形 的 最 长 边 之 和 ， 而 且 这 个 和 就 是 人 ABC 的 最 长 
边 的 长 度 ， 

问题 40 和 41 是 匈牙利 的 中 学 生 和 在 匈牙利 上 学 的 保 
尔 . 厄 尔 多 斯 提出 来 的 ， 

问题 43。 考虑 图 4.26。 面 积 最 小 的 三 角形 以 五 作为 它 
冶 边 的 中 点 。 
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证 明 ”把 这 个 三 角形 叫 做 CDE ( 见 图 4.26) 。 设 4BC 
是 任 一 其 它 的 允许 三 角形 ， 并 且 假 设 我 们 已 经 选 定 了 各 点 的 
名 称 ， 使 D 位 于 4 与 C 之 间 。 作 DF 平行 于 CE， 交 AB 于 F.， 
旋 


4,25 图 4.26 


则 三 角形 DFH 与 BEH 全 等 。 所 以 
T(CAB)=T(CDE) +T(DAF) 
或 
T(CAB)>T(CDE). | 

问题 44。 提示 切 点 必 位 于 483 和 CD 之 间 的 一 中 处 。 

设 EF 是 切 点 在 4B 和 CD 之 间 一 咎 处 的 一 条 切线 , 设 
B'F/' 是 任 一 其 它 的 切线 ， 又 设 E'F' 与 EF 相交 于 X ( 见 图 
4.27)。 如 果 X 到 AB 比 到 CD 近 , 则 T(EXE’)<T(FXF’)， 
然而 ， 对 于 象 图 4.28 表 明 的 那 种 情形 ， 就 必须 多 说 一 些 话 放 
行 

问题 45。 假设 球 有 单位 秆 径 。 显 然 5, =r 和 8a = 27, 为 


4 2 Cf EE 4 8 
” " 
X 
Fe A /1 
ER C “一 亲 
图 4.27 图 4.28 
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求 54 把 四 个 点 称 为 1,2,3,4。 考 虚 这 些 点 的 四 种 可 能 的 三 
重 数组 。 很 清楚 ， 对 每 个 三 重 数 组 ， 和 S 小 于 或 等 于 5s， 也 
就 是 说 ， 
SC1,2,3) 生 9 ， 5(2,3,4)<5s, 
S(1,2,4)<5, 5S(1,3,4)&Ss. 


但 是 
S(1,2,3) +S(2,3,4) +S(1,2,4) +S(1,3,4) 
=2S(1,2,3,4), 
所 以 
2S ,<&45; 
或 


S25 = ANX。 


当 且 仅 当 四 个 给 定点 的 四 个 三 重 数组 的 每 一 个 都 处 于 极端 位 
赎 时 ， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 四 个 点 关于 球 的 中 心 对 称 时 ， 等 
式 才 成 立 。 例 如 ， 它 们 可 以 是 成 对 地 位 于 两 条 埋伏 的 两 端 。 
一 般 地 ， 可 猜测 
Sr=rk 和 Set1 = kK+1), 


这 是 由 于 3S 的 这 些 值 是 尽 可 能 地 把 2K 或 XK+1 个 点 成 对 地 所 
在 球 的 直径 的 两 端 ， 或 是 以 某 种 别 的 对 称 形 式 分 布 而 得 到 
欧 。 因 为 把 点 按 某 种 方式 布置 可 取 到 S 的 这 些 值 ,所 以 ,我们 
知道 


S, 


EL 
S,>T 或 


六 


重复 从 Sa 得 到 S4 的 推导 ,我们 可 建立 用 S。: 表 出 S ,的 公 式 。 
我 们 发 现 ,由 于 在 7 个 点 中 每 次 取 n 一 1 个 ， 共 有 nn 称 不 同 的 
组 合 ， 因 此 
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(n-2)5,<nS,-， 或 S,< 和 53. 


例如 ， 
20 
Sea 
所 以 
n nn-l n nn-1 n-2 
5.<73 MM rg 。 n—3 M pp > 
nn—1)n—2). 5 
(CPT YCPEDYCEYV TEE 
或 
S.<2e -二 ， x 
从 而 ， 


xn_S n 
KS) rts, © 


问题 46。 平分 三 角形 的 面积 的 最 短 效 是 一 个 等 厢 三 角 
形 的 底 边 ， 它 的 顶点 是 给 定 三 角形 中 对 应 最 小 角 的 项 点。 最 
长 赣 以 这 个 顶点 作为 一 个 端点 。 

首先 我 们 来 证 明 提 示 中 提出 的 定理 ， 

设 入 (三 角形 48C) 和 入’ (三 角形 4A’B’C’ ) 是 面积 相等 


@ 关于 5 的 这 个 估计 和 上 面 指出 的 S3141 = zk(h+ 1) 的 猪 济 是 矛盾 的 。 这 
实 上 ， 由 于 


Sa=xit+D=- | Gt+ D2-1 ], 
不 难得 出 


S28+1 _T 1 工 
Gl- 7 Li- Gr i=l". 


所 以 ， 最 后 的 不 等 式 的 左 端 对 大 于 8 的 阁 数 可 能 不 成 立 。 一 一 主考 
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但 边 长 不 等 的 给 定 三 角形 ,比如 说 a>)， 4 > 闪 。 由 于 按 假 
设 有 ~ACB = LA’C’B’， 我 们 可 简单 地 把 这 两 个 角 都 记 为 
C 。 假 设 入 是 在 C 处 相交 的 二 边 长 度 之 差 较 小 的 三 角形 , 即 ， 

a-b<a’—b’, (1) 
只 需 表明 < 2 就 完成 了 我 们 的 证 明 ， 


图 4.29 
现在 注意 到 
2T(A)=absin C=2T(A’)=a’b’ sin C， 
所 以 
ab =a’b’, (2) 
从 《DD 推出 
(a—b)’<(a’ -b’)? 
或 a? ~ 2ab +b?<a’?— 2a’b’ +b’ 2, 
出 于 《2)， 如 果 我 们 在 后 一 不 等 式 两 端 加 上 245， 它 就 变 成 
a +b<a’ 2 十 有 2。 (3) 
我 们 希望 证 明 


co=4B<o =A’B’, 


128 


按 余 艾 定 理 ， 
C2=d2 +b2-2abcosC 和 oe’:=a’?+b’? -2a’b’cosC, 
从 而 ， 由 于 (2)， 
C/2 一 62=Q42 二 02 一 (a2 十 b2)。 
从 不 等 式 〈3)》 推出 后 一 表达 式 是 正 的 。 所 以 
ce’ ?>0?, 

因此 、 和 我 们 想 要 证 的 一 样 ，c >c。 | 

现在 我 们 能 够 着 手 来 讨论 原来 的 问题 了 。 刚 才 证 明 的 
定理 告诉 我 们 ， 最 短 的 面积 平分 意 是 以 下 三 条 横 截 线 中 最 每 
的 那 一 条 ， 它 们 是 等 腰 三 角形 的 底 边 ， 见 图 4.30(a)。 用 2 ， 
2 和 c’ 表示 它们 的 底 边 的 长 度 ， 基 中 长 度 为 a 的 底 边 位 于 入 
的 对 面 ， 竺 等。 然而， 有 可 能 这 三 个 三 角形 不 全 存在 ; 例 
加， 图 4,30(b) 中 的 三 角形 ， 它 就 没有 以 4 为 顶点 的 等 腰 三 


角形 的 底 边 构成 的 面积 平分 冰 。 
A 
C 
B C 人 
(a) (b) 
图 4.30 


下 述 事 实 是 其 的 ， 如 果 C 是 A4BC 的 最 小 角 ， 那 么 以 
C 为 顶点 ， 面 积 为 7/2 的 等 腰 三 角形 确实 存在 。 (我 们 将 称 
它 为 人 。》 等 一 会 我 们 要 证 明 上 一 提 法 。 首 先 ， 假 设 底 边 长 
度 为 6 的 要 求 的 等 腰 三 角形 存在 ， 我 们 注意 ， 即 使 其 它 的 这 
种 等 腰 三 角形 不 存在 ，“ 也 必然 比 任何 其 它 的 面积 平分 琵 要 
小 。 证 明 如 下 ， 平 分 人 ABC 的 面积 为 T/2 的 三 个 可 能 的 等 腰 
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三 角形 的 面积 分 别 是 


工 araotg 工 了 工 jraotr 1B 
ie ctg 7A, 1? ctg 5B, 


工 osetz lt 
f° tg 70 


如 颗 b>6， 则 人 A 人 LB 之 人 LC， 以 及 


otg SACotgsB <otgsC 。 


防 上 的 三 个 面积 相等 意味 着 
a 守 b’ 了 0/ 。 


现在 ， 上 比如 说 。 如 果 以 A 为 顶点 ， 面 积 是 T/2 的 等 腰 三 角形 
不 在 A4BC 内 部 ， 则 按 上 述 定 理 ， 以 4 为 顶点 的 所 有 面积 是 
了 /2 前 允许 三 角形 的 底 边 都 比 a/ 长 ， 因 而 也 比 o 长 。 

剩 下 的 是 证 明 %“ 存在 , 即 以 最 小 角 C 的 顶点 为 一 个 顶点 ， 
你 边 是 一 条 面积 平分 弦 的 等 叮 三 角形 事实 上 总 是 存在 的 。 设 
x 是 以 C 为 顶点 ， 面 积 是 T/2 的 等 腰 三 角形 人 的 腰 长 。 如 果 能 
克 证 明 x<<b， 则 入 正 是 我 们 想 要 建立 的 等 腰 三 角形 。 这 确实 
是 对 的 ， 因 为 从 不 等 式 p 委 4 可 推出 不 等 式 * 委 a， 以 及 人 的 底 
边 显 然 应 与 边 4C 与 BC 相交 。 

为 证 x 委 多 ， 注 意 

T= 了 absinC 和 壮 了 = 半 zasinC， 

于 是 


X2 = pe 
凰 三 角 不 等 式 ， 
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a<b+toes 
又 由 假设 ，c 亿 bh。 所 以 a<2b， 因 此 ， 


< 2b b=b 或 x<b, 


证 完 。 当 然 ， 对 满足 6 = ba 的 等 腰 三 角形 ，“ 最 短 ” 的 面 
积 平 分 截 线 是 不 瞧 一 和 的， 而 对 于 等 边 三 角形 ， 就 有 三 条 这 
样 的 截 线 。 

其 次 ， 我 们 可 以 问 ， 哪 一 条 是 最 长 的 面积 平分 蓄 ? 用 来 
问答 “最 短 截 线 问题 ” 的 同一 个 定理 表明 ， 一 个 三 角形 的 最 
长 的 面积 平分 嘴 必 有 一 个 端点 是 三 角形 的 一 个 顶点 。 由 此 可 
知 这 条 汞 是 三 角形 的 一 条 中 线 。 在 三 种 可 能 性 中 ， 经 过 简单 
《未 必 是 短 ) 的 计算 能 够 说 明 ， 最 长 的 中 线 是 终点 在 郁 短 边 上 
的 那 一 条 中 线 。 提 示 ” 设 ABC 是 4 之 b 之 c 的 任 一 三 角形 。 设 
44'，BB' 和 CC' 是 面积 平分 区。 证 明 

4AA02= 2c2+282 一 02 


和 4CC’2 262+ 242— 03, 
据 以 4(CC’?— AA’?) = 3(4? ~ 6)>0, 
册 此 推出 不 等 式 

CC’'>AA’, 


类 似 可 证 CC’ 宇 88 人， 

问题 47。 最 短 兹 是 以 给 定 三 角形 最 小 角 的 顶点 为 顶点 
约 等 腰 三 角形 的 底 边 :最 长 蓄 以 这 个 顶点 为 一 个 端点 。 

提示 ”首先 证 明 ， 

定理 ”在 满足 4CB= 4'C2B'， 荐 且 两 边 长 度 之 和 
相等 ， 即 

atb=a’+b’ 
的 两 个 三 角形 4BC 与 4’'B'C' 中 ， 两 边 长 度 之 羡 较 小 的 三 角 
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形 的 底 边 较 短 。 
证 明 采用 与 问题 46 的 解答 中 同样 的 记号 ; 我 们 已 忽 


a+b=a’ +b’, (1) 
a-b<a’-b’, (2) 
希望 证 明 
c’>e, 
现在 条 件 (1) 等 价 于 等 式 


Q&7/2 二 上 /2 一 《4 十 b2) =2(Cab -a’b’), 

按 余 弦 定 理 ， 我 们 要 求 的 结果 之 ce 等 价 于 不 等 式 

2(Ca’b’ -agecosC<a'2+D7 2 一 (0a2 二 102) (3) 
所 以 ， 只 要 证 明 

2(a’b’—ab)cosC<2(ab -a’b’)= -2(a’b’ ~ ab) 
或 等 价 地 ， 
(a’b’ ~ab)[l+cosC1<0 

就 够 了 。 把 (1) 和 (2) 的 左 、 右 两 端 平方 并 相 央 就 能 推出 不 等 
式 a’b’ ~ab<o, 
而 不 等 式 1 + cosC >(0 等 价 于 一 C 寺 x， 如 果 我 们 约定 有 一 个 
三 角形 ， 这 显然 是 完全 必要 的 。 因 此 ，(3) 确 实 是 正 确 的 ， 
于 是 >c。 | 
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定理 索引 


如 果 a>>b 有 是 5>c， 则 a>6， 

如 果 a>>b 且 c 宇 4d， 则 a +ce>b+td, 
如 果 4 >0 且 c 宇 4>>0， 则 

(1) ac>bd; (2) ac>bec, (3) 1/a<1/b, 7 
如 果 a>> 0， 又 如 果 p>0， 则 a*>>08 如 
果 p 之 0， 则 oe? 之 bs, 

对 每 个 正副 数 n， 
2vn+I-2vm<I/vwT<2vT-2vFIT 11 
车 a 0(i =1,2,.…,n) ,村 Lai “ds CA 


~ 宁 


oo 


=1， 则 >)a,>>?p， 当 且 仅 当 对 每 个 ， 当 
EL. 
a =1 时 ， 等 号 成 立 。 17 
如 果 ai>0G= 1,250,， 双 》1ai=n4， 则 
1 

CiseQo。 oan CA:, 当 且 仅 当 ai = CQ2 二 ee。 = Qnr 

时 ， 等 号 成 立 。 . 18 
如 果 ai>0G=1,2， 7D, 则 VWaremear 之 

Dai/n, 当 且 仅 当 al = 4s = … = an 时 ， 等 号 

1 


成 立 ， 22 
等 周 定 理 
《A4) 在 具有 给 定 周 长 的 所 有 平面 图 形 中 ， 

圆 有 最 大 的 面积 。 
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《B) 在 具有 给 定 面积 的 所 有 平面 图 形 中 ， 
圆 有 最 小 的 周 长 。 

对 三 维 空间 

《A) 在 具有 给 定 表面 积 的 所 有 立体 中 , 球 有 
最 大 的 体积 。 

(B》 在 具有 给 定 体积 的 所 有 立体 中 , 球 有 最 
小 的 表面 积 。 

《A) 在 具有 公共 底 边 和 周 长 的 所 有 三 角形 
中 ,等 腰 三 角形 有 最 大 的 面积 。 

《B)》 在 具有 公共 底 边 和 面积 的 所 有 三 角形 
中 ,等 膜 三 角形 有 最 小 的 周 长 。 


10A' ， 如果 两 个 三 角形 有 相同 的 底 边 和 相同 的 周 


11A。 


11B. 


12。 


13, 


14。 


15, 


16, 


长 ， 则 另外 两 边 长 讼 之 差 较 小 的 三 角形 有 
较 大 的 面积 。 

在 具有 给 定 周 长 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 大 的 面积 ， 

在 具有 给 定 面积 的 所 有 三 角形 中 ， 等 边 三 
角形 有 最 小 的 周 长 。 

在 内 接 于 给 定 圆 周 的 所 有 m 边 形 中 ， 正 7n 边 
形 有 最 大 的 面积 。 

在 具有 给 定 面积 的 所 有 四 边 形 中 ， 正 方形 有 
最 小 的 周 长 。 

当 按 长 给 定 的 四 边 形 能 够 内 接 于 一 个 圆 时 ， 
它 有 最 大 的 面积 。 

在 具有 给 定 体 积 的 所 有 四 边 形 楼 柱 中 ， 立 方 
体育 最 小 的 表面 积 ，、 
给 定 一 个 各 边 长 度 不 全 相等 的 ma 边 形 ， 则 必 
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29 


29 
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40 
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47 


49 
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17。 


18, 


能 作出 一 个 与 它 有 相同 周 长 ， 各 边 长 底 全 相 
等 ， 且 面积 更 大 的 n 边 形 ， 

给 定 一 个 锐角 三 角形 ， 有 具有 最 小 周 长 的 内 接 
三 角形 的 顶点 就 是 给 定 三 角形 的 高 的 研 足 。 
( 厄 尔 多 斯 ~ 莫 德 耳 ) 如 果 P 是 三 角形 4BC 的 
内 部 或 边界 上 的 任 一 点 ， 又 pa ,ps 和 pe 是 P 到 
三 角形 各 边 的 距离 , 则 P4+PB +PC 守 2(p。 
+pb+peo)， 当 且 仅 当 A4BC 是 等 边 三 角形 
而 且 点 了 是 它 的 外 接 圆 中 心 时 ， 等 号 成 立 。 


.。( 帕 普 斯 ) 设 4BC 是 任 一 三 角形 。 届 4474C7C 


和 BB”C*C 分 别 是 在 AC 和 BC 上 作 的 任意 两 
个 平行 四 边 形 ， 工 使 或 者 两 个 平行 四 边 形 都 


在 三 角形 之 外 ,或 者 都 不 完全 在 三 角形 之 外 。 


延长 它们 的 边 A%C' 与 B'C” 交 于 P。 在 AB 上 
作 第 三 个 平行 四 边 形 4BP“P' ,使 4P/ 平 行 
于 CP, 且 4P' = CP。 则 4BP"P' 的 面积 靠 于 
古 行 四 边 形 4474074C 与 BB7C7C 的 面积 之 和 。 
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